Megoldas. A koszinusz-fliggvény paros és 27 szerint periodikus, ezért ha egy a megfelel a feladat kévetelményének,
akkor +« + 2k is megfelel tetszéleges k egész szam mellett. Elég tehat az olyan a szamokat megkeresniink, amelyek
teljesitik a feladat feltételét és 0 < o < . A cosa < 0 feltétel szerint 7 = a > 7/2, a cos2a < 0 feltétel miatt pedig

a # . Igy

(1) g <a<m.
A cos2™a < 0 feltétel altalaban azt jelenti, hogy van olyan [, egész, amelyre 7/2 + 21,7 < 2"a < 37w/2 4 2lam,
vagyis az ag = 2a/7 jeloléssel

(2) 41, +1 < 2" < 41, + 3.

Az (1) feltétel szerint [o] = 1. Bebizonyitjuk, hogy a négyes szamrendszerben «ay =1,= 1,111..., azaz a négyes
szamrendszerben oy mindegyik jegye 1.

A (2) feltétel pontosan azt jelenti, hogy a 2"« szdmot négyes szamrendszerben felirva, az egyesek helyén 1-es
vagy 2-es all. De megfelel§ négyhatvannyal szorozva «g tortrészének barmelyik jegye eltolhato az egyesek helyére. (Az
m-edik jegy akkor keriil az egyesek helyére, ha 4™ = 2*™-mel szorzunk.) Tehat a tortrészének minden jegye 1-es vagy
2-es.

De ugyanez igaz 2«q-ra is, hiszen annak tortrészébdl is barmelyik jegy eltolhatd az egyesek helyére, megfeleld
kettShatvannyal szorozva. Tegyiik fel, hogy ag ban van egy kettes jegy valahol. Az els6 kettes jegy legyen az m-edik
jegy a vessz6 utan: ap = 1,1...112... (m db l-es). Ekkor 4m~tag =11...11,2..., és ezt kettGvel szorozva az egyesek
helyére 3-as keriil, hiszen a tortrész nagyobb 1/2-nél, és igy van atvitel. Igy 22m=loy = 22..23 1... vagy 22...23,0..., s
ez ellentmond annak, hogy 22" 'ag-ban az egyesek helyén 1-es vagy 2-es all. Ezzel belattuk, hogy oo = 1,1 = 4/3,
vagyis a = 27/3. A feladat feltételének tehat csak a +27/3 + 2km (k = 0,4+1,£2,...) alaka szamok felelhetnek meg
és azok meg is felelnek.
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