I. megoldas: Rogzitsiik elgszor pl. ¢ értéket és keressiik a 167 +16° 4 16¢ kifejezés maximumat e rogzitett ¢ mellett.
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Feltételeink szerint a > 7 b=1-a—c2 T Mivel 16 értéke ilyenkor szintén rogzitett, ezért a 16% + 16 ~°7% = f(a)

1 3

1 1
fiiggvény maximumat kell megkeresniink, haa = —ésl—a—c 2= 7 %z ha - <a< ¢ Az a— f(a) fliggvény két

1 a
konvex fiiggvény: 16% és 1617 - <E> Osszege, igy maga is konvex. Maximumat tehat az intervallum egyik (esetleg

3 1
mindkét) végén veszi f6l: a = vagya=_—c esetén. Utobbi esetben b =1 —a —c = 1 tehat az f(a) fiiggvény,

s igy a 167 4+ 16° + 16° kifejezés is, rogzitett ¢ és a feladat feltételei mellett, akkor maximalis, ha a és b valamelyike

1 1 1
T Minthogy a kifejezés és a feladat feltételei teljesen szimmetrikusak, feltehetjiik, hogy a = T Ha most a = Z—et

rogzitjiik, és a fenti gondolatmenetet Gjra alkalmazzuk, azt kapjuk, hogy a 16 + 16° + 16° kifejezés akkor maximalis,
1 1 1

ha b és c egyikének értéke is 7 s ekkor a maésik értéke 7 Azt kaptuk tehat, hogy haa+b+c=1,a,b, ¢ 2 e akkor

16% 4+ 16° + 16° < 167 + 167 + 167 = 8, s ez éppen a feladat allitasa.

1 1
<Egyen165ég pontosan akkor van, ha a, b, ¢ koziil ketts értéke 7 a harmadiké 5)
Petdk Attila (Bp., Berzsenyi D. Gimn., IV. o. t.)

II. megoldas: Abrazoljuk az z + 16” = y fiiggvényt az (z;y) koordinatasikon, és tekintsiik a fiiggvény grafi-

1
konjanak a kovetkezé harom pontjat: A = (a,16%), B = (b,16%), C' = (¢, 16°). A feltételek szerint a, b, ¢ > = és
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a+b+c=1,igya=1-b—c=<

Q= L 162 | = L 4 tjat
= - 2 = —
X > pontjat.
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5 € < B is teljesiil. Tekintsiik tehat a grafikon P = <Z; 16i> = (Z; 2) és

)
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1. dbra

Minthogy az = — 167 fiiggvény konvex, ezért az ABC haromszog teljes egészében abban a tartomanyban van,
amelyet a PQ) egyenes szakasz és a P és () kozotti grafikon hatarol (Az 1. dbran satirozva van).

a+b+c 16“+16b+16c>

Nézziik most az ABC haromszog S < 5 3

11
= (5, 5(16‘1 +16° + 16C)> sulypontjat.Ez az ABC héaromszog belsejében van, igy szintén a satirozott részbe esik.



Maésrészt rajta van az © = 3 egyenesen. Ennek az egyenesnek a PQ-val és a fliggvénygrafikonnal alkotott metszéspontjai

1
kozé esG szakasza van a tartomanyban. Az egyenes a grafikont az <§; 163 pontban, a PQ) szakaszt annak P-hez

18
kozelebbi harmadolopontjaban, az <§, §> pontban metszi.

.1 1 1 8
Igy 5(16a+16b—|— 16°) értéke az adott feltételek <Z <ab,c=< 3@ +b+c= 1) mellett 163 és 3 kozé esik. Harommal
SZOTOZVa: )
3-163 < 16 + 16" + 16° < 8.
A masodik egyenl6tlenség éppen a feladat allitasa.
A
Megjegyzés: Ez utobbi megoldas altaldnosithaté: Ha f konvex fiiggvény, n természetes szam, A valos, a« = —,

n
artas+...+a, =Aésaay,as,...,a, = «a,akkor az f(a1)+ f(a2)+...+ f(a,) fliggvény értéke akkor maximaélis, ha
az n db a; koziil (n—1)-nek az értéke o (az n-edik értéke pedig A— (n—1)a.) A bizonyités a 2. megoldashoz hasonléan

é' flar) + ...—i—f(an))

torténik: tekintjik az A; Ay ... A, (konvex) n-szoget, ahol A; = (a;f(a;)), majd ennek S — -

sulypontjat. Az egyetlen kiilonbség az, hogy a hiromszog sulypontjarol tudjuk, hogy a haromszog belsejében van, a
A

konvex n-sz0g esetében ezt bizonyitani kell (és lehet). A stlypont tehat megint egy fliggsleges egyenesen, az x = —

n

egyenesen mozoghat, s ennek ,legmagasabb” pontja éppen a P(a, f(«)) és Q(A — (n — 1)a; f(A — (n — 1)) pontok
1

kozotti szakasz P-hez legkozelebbi ,n-edel” pontja. Ennek ordinataja éppen —((n —1)f(a) + f(A— (n—1)a), ez
n

1
tehéat az —- i) kifejezé i .
chat az — ;f(a ) kifejezés maximuma

II1. megoldas: A feladat még tovabb is altalanosithato: legyen adva az f konvex fliggvény, valamint az a; <

as £ ... S ap-1 £ ay szamok, tovabba legyen A 2 Zai. Ha a1,as,...,a, olyan szamok, amelyekre a; = a1,
=1
as 2 Qo,...,an = Qn €8s ay +az +...+a, = A, akkor
n—1
(1) flax) + flaz) + ...+ flan) £ flaa) + flaz) + ...+ F(A=D " ai).

1

Valtoztassuk a; értékét a] = aj-re, a, értékét pedig tgy modositjuk, hogy az a;-k dsszege tovabbra is A maradjon:
al, = an + a1 — ay. Tudjuk, hogy aq < a; és a1 < a, < ay,. Mésrészt a), = a,, (hiszen a1 —ay = 0) és a, = a1 (ugyanis
an — a1 2 ap —aq 2 0).
Tehat

di=a1<ar an<dn=an,+a —a.

Végiil a1 + a, = a] + al,. A két kapott feltételb6l mar kovetkezik, hogy

(2) flar) + flan) < f(a),) + flay,).

Tekintsiik ugyanis az A(as, f(a1)), B(an, f(as)), A'(a}, f(a})), B'(al, f(al,)), pontokat valamint az AB, A'B’
szakaszokat. El6bbi felez6pontja legyen F, utobbié F’; nyilvan
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2. dbra

Mivel a; +a,, = a)+a,, akét felezGpont abszcisszaja egyenls. Masrészt f konvexitasa és az a) < a1, ay, < d, feltétel
miatt az AB szakasz teljesen az A’ B’ szakasz alatt helyezkedik el. (1. a 2. brét), igy az AB szakasz F felezGpontjanak
ordinétaja is kisebb az A’B’ szakasz F' felez6pontjanak ordindtajanal. Ebbsl pedig éppen (2) kivetkezik.

Ezzel belattuk, hogy

flar) + flaz) +... + flan) = fla1) + flaz) + ... + flan—1 + f(ay,).

Tovabbra is fennall ay = as,a3 = as,...,a, = a, és as + ...+ ap—1 +a, = A — ai, ezzel a fenti gondolatmenet
(az,al,)-re, majd (as, al,)-re stb. is megismételhets; (n — 1)-szeri ismétlés utan megkapjuk (1)-et.

Benkd David (Bp., Moricz Zs. Gimn., IV. o. t.)



