El6szor megmutatjuk, hogy n oszthaté nyolccal. Ismeretes, hogy egy péaratlan négyzetszam nyolccal osztva 1-et ad
maradékul. Miutédn 2n+1 a feltétel szerint négyzetszam és nyilvan paratlan, ezért 2n oszthaté nyolccal, tehat n paros.
Ebbdl viszont kovetkezik, hogy 3n + 1 is paratlan. A feltétel szerint négyzetszam is, igy nyolccal osztva 1 maradékot
ad. Tehat 3n oszthato nyolccal, igy n is oszthaté nyolccal.

Most megmutatjuk, hogy n oszthatd ottel is. Ha n 6ttel osztva 1 maradékot ad, akkor 2n + 1, ha n 6ttel osztva
4 maradékot ad, akkor pedig 3n + 1 ad ottel osztva 3 maradékot, tehat 3-ra, vagy 8-ra végzdédik, s igy nem lehet
négyzetszam. Hasonldéan, ha n 6ttel osztva 2 vagy 3 maradékot ad, akkor 3n + 1, ill. 2n = 1 utolsé jegye vagy 7 vagy
2. Tehat 2n + 1 és 3n + 1 csak ugy lehet egyszerre négyzetszam, ha n oszthaté ottel is.

Belattuk, hogy n oszthato Gttel és nyolccal, igy oszthatd negyvennel is.

Most ratériink a feladat masodik részére. Tekintsiik a kovetkezs (A;) és (B;) sorozatot: Ag = By = 1, A1 =
5Ai + 4Bi, Bi+1 = 6Al + 5Bi; 1= 0, 1, 2, e Azt éllitjuk, hOgy

(a) A; paratlan,

1, 15
(b) 5(B2 — 1) = 5(42 — 1),

(c) n; = 5(/1? — 1) szigortian monoton nd.
A (c) allitas vilagos, hiszen A; és B; pozitiv, ezért
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Ai+1 = 5AZ + 4Bi > 5AZ > Ai, S fgy §(A12+1 — 1) > 5(14? — 1)
Az (a) allitas is teljesiil, hiszen Ay paratlan, és 4,11 — A; = 4(4; + B;), tehat ha A, paratlan, akkor 4,4 is az.
Ebbdl kovetkezik, hogy minden A; paratlan.
Most belatjuk (b)-t is. Hattal szorozva és rendezve az igazolandé Osszefiiggés a kovetkezs:
(1) 3A7 —2B? = 1.

Ezt teljes indukcioval bizonyitjuk. i = 0-ra A2 = Bg = 1, tehat (1) igaz. Tegyiik fel; hogy i = k-ra teljesiil, belatjuk,
hogy akkor teljesiil ¢ = k + 1-re is

342, —2B2,, = 3(5A; +4By)* — 2(6A), +5By)” = (75 — 72) A2+
+(48 — 50) B} + 1204, B), — 1204, By, = 3A7 — 2B = 1.

Ezzel (b)-t is bebizonyitottuk.

1
Az n; = §(Af — 1) szamok (a) szerint egészek, (c) szerint pedig (minden i-re) kiilonbozsk, végil (b) szerint
2n;+1=A? és 3n; +1 = B



