x = m-re a bal oldal értéke (—1)", ezért n csak paros szam lehet; legyen n = 2k.

0
Az f: x — sin® z + cos? z fiiggvény periodikus, és a periodus hossza > hiszen
™ ™
sin* <3: + 5) = cos?k z, cos?® <3: + 5) = sin* z.

™
Az is lathato, hogy az f fiiggvény a {0, 5] intervallumon 7/4-re szimmetrikus, azaz

f(r/2 — ) = sin®(7/2 — ) + cos?  (1/2 — x) = cos®* & + sin® x = f(x).

Mivel f(z) minimalis értékére van sziikségiink, elég f-et a [0, 7/4] intervallumban vizsgalni. Ha x-et ebbdl az interval-
lumbol valasztjuk, akkor z felirhatdé x = 7/4 — y alakban, ahol 0 < y < 7/4. Ezzel

f(z) = (sinz(w/él - y))k + (cosz(w/zl — y))k =

(%(cosy - siny)>2>k + <(%(cosy + Siny)>2>k =

((1 —sin2y)" + (1 +sin2y)*).

I
VR

A k-adik hatvanyokat a binomialis tétellel kiszamolva, Gsszevonds utan a negativ tagok kiesnek, és a nem negativ tagok
elhagyasaval az 0sszeg nem novekszik:

(1) f(z) = 2ik<<1— <';> sin 2y + <§> sin22y—+...>+
+ <1+ <]I> sin 2y + (g) sin22y—|—...>> -
= %(14— (];) sin? 2y + (Z) sin42y+...> > 2k171.

1
Az alsé becslésként kapott —— éppen f(w/4); igy azt a legnagyobb k természetes szdmot kell megtalalnunk,

2k—1
amelyre
1 1
(2) T 2 op
Konnyen lathato, hogy k < 4 esetén (2) teljesiil, k = 5-re pedig az egyenlStlenség mar nem all fenn. Ha pedig
1 1 1 11 1 1 1
egy t (4-nél nagyobb) pozitiv egészre 71 < 3p akkor SED=T = 531 <5 3% < STCE azaz (t + 1)-re sem

teljesiil az egyenl6tlenség. Igy a (2) Osszefiiggést kielégits legnagyobb természetes szam a 4, feladatunk kérdésére tehat
n=2-4 =28 a valasz.

Megjegyzés. A megoldéasban kulcsszerepet jatszo (1) becsléshez mas modszerrel is eljuthatunk. Kiszamithatjuk az f
fiiggvény derivaltjat, amelyrsl konnyen igazolhatjuk, hogy a [0, 7/4]-ben nem pozitiv. Hasznalhatjuk tovabba a k-adik
hatvanykozépre és a szdmtani kdzépre vonatkozé egyenlétlenséget is, amely szerint

2 = 2 2

;\c/(sin2 z)* + (cos? x)F S sin? 2 4 cos? x 1



