A binomialis tétel szerint

5

(5k +1)° = (5k)° £ 5 - (5k)* + (2

)(5k)3 + <g) (5k)2 +5-5k+1 és
(5k £ 2)° = (5k)° + (5k)* - 2 + (;) (5k)*2% + <2> (5k)?2% + 5 - 5k - 2* + 2,

tehét egy 5-tel nem oszthaté szdm 6t6dik hatvanya 25-tel osztva 1, 7, —1 vagy —7 maradékot ad aszerint, hogy maga
a szam 5-tel osztva 1, 2, —1 vagy —2 maradékot ad. (A fenti kifejezések jobb oldalan &ll6 tagok ugyanis az utolsd
kivételével 25-tel oszthatoak, és 1, —1, 2°, —2° maradéka pedig rendre 1, —1, 7, —7.)

Tekintslink ezutdn 6t egész szamot, amelyek 6t6dik hatvanyanak Osszege oszthato 25-tel, és helyettesitsiik mind-
egyik 6t6dik hatvanyt a (25-tel valo osztaskor keletkezs) maradékaval. Ha az 6t szam egyike sem oszthato 5-tel, akkor
a maradékok 1, —1, 7 vagy —7 lehetnek, és az Gsszegiik oszthaté 25-tel. Az Gsszeg nem lehet tobb 5 -7 = 35-nél,
igy csak —25, 0 vagy 25 lehet. De nulla nem lehet az 6sszeg, hiszen 6t paratlan szam Osszege paratlan. Nem lehet
az Osszeg 25 sem, mert ekkor legalabb négy 7-esre lenne sziikség (kevesebb 7-es esetén a maximalisan elérhetd Osszeg
3-74+2-1= 23 < 25). Ekkor viszont négy 7-es mellett 6todiknek —3 kellene, ami lehetetlen. Ugyanigy lathaté be, hogy
—25 sem lehet az Osszeg. Ellentmondasra jutottunk tehat abbol a feltevésbdl, hogy az 6t szam egyike sem oszthato
5-tel, igy a feladat &allitasa igaz.
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Megjegyzések: 1. Hasonloan lathaté be az is, hogy 6t szam 6t6dik hatvanyanak az Osszege csak tugy lehet 25-tel
oszthato, ha egyikiik oszthato 5-tel, a masik négy pedig két olyan part alkot, amelyeken beliil a két-két tag Osszege
5-tel oszthato.

2. Altalanosan is felvethets, hogy igaz-e a kovetkezd allitas: Ha p primszam, és p darab egész szam p-edik hatva-
nyanak Gsszege oszthato p?-tel, akkor valamelyik szam oszthato p-vel.

p = 2-re az Allitas igaz, hiszen paratlan szadm négyzete 4-gyel osztva l-et ad maradékul. p = 3-ra is kdnnyen
igazolhato a megfelels éllitas a kozolt megoldas gondolatmenetével, p = 5-re pedig éppen a feladat allitasat kapjuk.
Ha azonban p > 7, akkor mindig van ellenpélda. A p = 7 esetben

3+ (=2 + (-1)"+1"+1"+ (-1)"+ (-1)" =7 -6,
p > 11 esetében pedig

4P 4 (2P + (=2)P + (=2)P + (=2)P + 1P + 1P + 1P + 1P = 4P — 4. 2P 4 4 = (2P — 2)?

oszthaté p’-tel, mivel Fermat ,kis” tétele szerint 2P — 2 oszthaté p-vel. E kilenc szamhoz b darab 1-est és 2

darab (—1)-est hozzavéve megkapjuk a kivant ellenpéldat.



