Az n-re vonatkozo teljes indukcioval belatjuk, hogy a, minden n természetes szamra egész; ag =0, a3 = 1, as =
4, a3 = 15 és aq = 56 (ez utodbbi érték a feladat szovegében sajtohibaval jelent meg). Megmutatjuk, hogy ha a,, és
an_1 egész, akkor a,y1 is egész. Ehhez nyilvan azt kell igazolnunk, hogy \/3a2 + 1 egész szam, vagyis 3a2 + 1 egy
egész szdm négyzete. Emeljiik négyzetre az a, értékét meghatarozéd

Ay — 20p—1 = \/3a%,1 +1

a2 —4an_ya, +4a>_| =3a>_| + 1.

Osszefiliggést:

Ha mindkeét oldalhoz hozzdadunk 3a? — 3a?_,-et, akkor a jobb oldalon éppen 3a2 + 1, a bal oldalon pedig

n—1"
2 2 2
da;, — dap_1an + ai_1 = (2a, — ap_1)

all, tehat 3ai + 1 valéban négyzetszam.

Megjegyzés. A bizonyitasbol az is kideriilt, hogy an4+1 = 2an, + [2a, — an—1|. Mivel 2a,, = 4a,—1 +24/3a2_; +1 >
ap—1, €zért
ap41 = dan — ap-1.

Ha a és (8 a fenti rekurzié un. karakterisztikus egyenletének”, az x> = 4x — 1 egyenletnek a két gydke, akkor a
b, = a" és a ¢, = " sorozatok kielégitik a fenti rekurziodt, s6t, tetszdlegesen rogzitett p és ¢ szamok mellett ilyen
tulajdonsagi lesz az a/, = pa" + ¢B" sorozat is. Valoban, o = 4a — 1 és % = 483 — 1 felhasznalasaval
dlyyy = pa”™t 4 gp = panla? 4 gpn B2 =
=pa" 4o — 1) +¢8" 4B 1) =
= 4(pa” +¢f") — (pa" ' +¢B" ) = 4aj, —aj,_y.

1 1
Ha p és q értékét ——-nak, ill. ———-nak valasztjuk, akkor (o = 2 + /3 és 8 = 2 — v/3 szerint) aj, = 0 = ag, a} =
p q 2\/3 2\/3 J ( B ) 0 0 1
1 = ay. Ez azt jelenti, hogy
1 n n
an:a;:— 2+v3)" - (2—-V3 )

A hatvanyozasokat a binomiélis tétel segitségével végezve konnyen lathato, hogy a,, egész.



