Egy csucs fokan értjiikk a csucsbol kiindulo élek szamat. A graf egy korén értjiik a graf cstcsainak egy olyan
sorozatat, amelyben az utolsé cstics megegyezik az elsével, és mindegyik csicsot él kot Ossze a réakovetkezdvel. Egy
kor hosszan a benne felsorolt csicsok szamat értjiik (tehat az elsd csticsot vagy csak az ,elején”; vagy csak a ,,végén”
szamitjuk). Egy kor minimalis, ha az els6 és utolsod cstcson kiviil egyik csics sem szerepel kétszer.
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A feladatban szerepls leképezés (agynevezett grathomomorfizmus) nyilvan kort korbe visz. Az viszont nem feltétle-
niil igaz, hogy minimalis kort minimalis kdrbe visz. Nézziink egy P, ..., @, ..., R, ..., P kort. Ha a homomorfizmus P-t
az U-ba, Q-t és R-t V-be viszi, akkor a fenti kor képe U, ..., V, ..., V, ... U lesz, ami nem minimalis. Vilagos, hogy
ez tartalmaz egy V, ..., V alakt kort; amelyet elhagyva egy U, ..., V, ..., U alaka kér marad. A fenti médon minden
kor képe minimélis korok egyesitése lesz. Természetesen e kor hossza megegyezik a fellépé minimalis korok hosszanak
az Osszegével. Mivel homomorfizmusnal a kor hossza nem valtozik, ezért igaz a kovetkezs: Paratlan hosszisagu kor
képe tartalmaz minimélis paratlan hosszisagu kort.

Az abran a harmadfoku cstucsokat A, B, C, D-vel jeloltiik. Ha egy korre hivatkozunk, akkor a benne szerepls betiik
k6zé mindig azt az utat kell (gondolatban) tenni, amelyikben t6bb harmadfokt cstics nem szerepel (és a tobbi cstcs
is csak egyszer lép fel). Az adott grafban a kévetkezd paratlan minimalis korok vannak: ABCA, ABDA, ACDA és
BCDB. (Paros minimalis korok vannak: pl. ilyen az ABA vagy az ACBDA kor.) Egyszertien megszamolhato, hogy
az els6 harom kor hossza hét, a negyediké pedig kilenc.

Eleve nincs kikotve, hogy kiilonb6z6 csticsok képe is kiilonb6z6, vagy, hogy minden cstcs fellép képként; ezért nem
biztos, hogy harmadfoku csics képe is harmadfokua. Ezt csak kozvetve tudjuk bizonyitani. A hét hosszisagt (minimalis)
korok képe felbomlik minimélis korokre, amelyek k6zott van paratlan hosszisaga (hiszen paros szamok Osszege nem
lehet paratlan). Mivel ABCA, ABDA, ACDA az 6sszes hét-hosszsagi minimalis paratlan kor, ezért a leképezésnél
ezek mindegyike valamelyikiikbe megy at. (Eleve nem is biztos, hogy kiilonboz6 korok képe kiilonb6zs.) Tekintsiik a
fenti harom kor barmelyikét. Mivel ennek a képe is egy hét-hosszuségu kor, ezért e kor két kiilénbozs csicsanak a
képe is kiilonb6z6. Tekintsiik A barmely két szomszédjat. Ezek egy hét-hosszusaga kor kiilonbozs cstcsai, ezért képeik
is kiilonbozoek. Igy A képe is harmadfoku csiics. Megmutatjuk, hogy A képe csak 6nmaga lehet. Tegyiik fel, hogy A
képe példaul B volna. Ekkor A valamelyik két szomszédjanak a képe B-nek az a két szomszédja volna, amelyek B
és C, illetve B és D kozé esnek. A figyelembe vett hét-hosszusagu kér hdrom csucsanak a képe tehat a BC DB korre
esik, ami lehetetlen, mert nincs olyan hét-hosszisagu kor, amelyhez e csiicsok mindegyike hozzatartozik. Ugyanilyen
meggondolassal lathato be, hogy A képe sem C, sem D nem lehet; s mivel e kép harmadfoku, ezért valoban csak A
lehet.

Mivel A harom szomszédjanak a képe harom kiilonb6zG csics, a harom hét-hossztusagi kor képe is harom kii-
16nb6z6 hét-hosszusagn kor. Igy a graf minden csticsa elgall képként (hiszen minden cstics hozzatartozik valamelyik
hét-hosszusagu korhoz), aminek kovetkeztében kiilonbozs cstcsok képe biztosan kiilonb6z8. Ebbgl viszont azonnal
adodik, hogy a leképezésnél a cstucsok fokszama nem valtozik meg. Mas szoval B, C' és D képe B, C és D lesz —
valamilyen sorrendben. Mivel A és B Gssze vannak kotve, ezért képeik is Osszekotottek; igy B képe is csak 6nmaga
lehet. Mivel A-hoz és C-hez talalhato olyan cstcs, amelyik mindkettGjiikkel 6sszekotott (és méas harmadfoka cstacsok-
bol képezett par nem rendelkezik ezzel a tulajdonsaggall), ezért C-nek is csak 6nmaga lehet a képe. Ekkor viszont a
negyedik harmadfoku cstcs is csak onmagara képzddhet.

Most megmutatjuk, hogy a tobbi csticsnak is fixen kell maradnia. Ehhez az alabbi kénnyen beladthato egyszerd
allitasokat hasznaljuk fel, amelyek minden olyan (véges) grafhomomorfizmusra igazak, amelynél kiilénb6z6 elemek
képe kiilonb6z6:

a) Ha egy cstcs, és egy kivételével minden szomszédja fixen marad, akkor az az egy szomszéd is fixen marad.

b) Ha egy masodfoku csucs két szomszédja fixen marad, és nincs tobb olyan masodfoku cstics, amely ugyanezekkel
a szomszédokkal van 0sszekotve, akkor fixen marad ez a csucs is.

¢) Ha egy masodfoku cstics és annak egyik szomszédja fixen marad, akkor fixen marad a masik szomszédja is.

A b) eset alapjan fixen marad az A és C, valamint a C' és D kozotti csucs. Az a) eset alapjan fixen marad az A és
D kozotti, A-hoz és a C és B kozotti, C-hez kozelebbi cstics. Most a ¢) esetet hasznaljuk. Ebbdl el6szor azt kapjuk,
hogy az A és D kozotti, D-hez kozelebbi, illetve a C' és B kozotti, kézépen levs csucs; és ajboli alkalmazéssal, hogy
a B-hez kozelebbi cstcs is fixen marad. A hidnyzé két csics fixen maradasa kovetkezik most mar példaul az a) eset
alapjan. Igy a kivant leképezés csak az identitas lehet.

Megjegyzés. A bekiildétt dolgozatokkal ellentétben a megoldas soran nem hasznalhattuk, hogy a széban forgo
leképezés a grafot 6nmagara, hanem csak annyit, hogy dnmagaba képezi. Ezért — ellentétben a 2632. feladattal — azt
sem tehettiik fel, hogy egy cstcs képének a foka megegyezik az eredeti fokdval. Ha a graf egyik cstcsaba egy ,,hurkot”
tettiink volna (azaz e cstcsot Osszekotottiik volna énmagéval), akkor mar nem csupéan egyetlen grafhomomorfizmusa
lenne, mert minden csiicsot e kivalasztottra képezve egy grafhomomorfizmust kapnank. Az viszont igaz maradna, hogy
az 1j grafot sem lehetne a kivant moédon 6nmagara leképezni az identitastol eltéré modon. A feladat megoldasanak
éppen az az értékelhets része, amely azt bizonyitja, hogy a szerepld graf minden grafhomomorfizmusa egy-egyértelmd
(és igy ,foktartd”). Ilyen dolgozat azonban nem volt.



Az olyan grafokat, amelyeket csak az identikus grathomomorfizmus vihet 6nmagaba, merev grafoknak nevezik. Az
itt bemutatott merev graf nem a legkisebb; de a legkisebb olyan, amelyik bizonyos specidlis tulajdonsigai miatt igen
fontos.



