I. megoldas. A bizonyitandé egyenlGtlenséget tobb lépésben ugy fogjuk alakitani, hogy az atalakitott egyenlGtlen-
ségek az eredetivel ekvivalensek legyenek. Végiil olyan egyenlGtlenséghez jutunk, amelyet méar egyszertien igazolhatunk.

Irjuk be az
a+b+c —a+b+c a—b+c a+b—c
s=———, S—a=————, S—b=———, s—c=——
2 2 2 2
kifejezéseket, tovabba osszuk mindkét oldalt 2-vel. Ekkor kapjuk:
ab be ca

a+b—c+—a+b+c+a—b+c

Za+b+e.

(1)

Mivel a, b és ¢ egy haromszog oldalai, mindegyik nevezé pozitiv. Tovabb alakitva:

ab(—a+b+c)la—b+c)+bc(a+b—c)la—b+c)+cala+b—c)(—a+b+c) 2
Z(a+b+e)a+b—c)(—a+b+c)(a—b+c).

amibdl

ablc? — (a — b)?] + befa® — (b — ¢)?] + ca[b® — (a — ¢)?*] =
> [2ab + (a® + b — ¢*)][2ab — (a* + b* — ?)],

azaz

ab(c? — a® + 2ab — b*) + be(a® — b% 4 2be — ) + ca(b? — a® + 2ac — ¢*) =
> 44?0 — (a* + b* + ¢* + 202D — 2a%* — 20%E?).

(Kozben tobbszor is felhasznaltuk az (x + y)(z — y) = 2* — y* azonossagot.)
Az igy kapott egyenlGtlenségben a kijelolt miveleteket elvégezve, nullara redukilva és alkalmasan csoportositva:

(a* — a®b — a®c + a?be) + (b* — b3a — b3c + bPac) + (¢* — Ba — b+ c*ab) 2 0.
Az egyes csoportokat szorzatta alakitva:
(2) a*(a —b)(a —c) +b*(b—a)(b—c) +c*(c—a)(c—b) = 0.

A bizonyitando &llitas a, b és c-ben szimmetrikus, ezért foltehetjiik, hogy a < b < c.
Ekkor (2) els6 tagja biztosan nem negativ, a masik két tag Osszege pedig igy becsiilhetd:

b’(b—a)b—c)+cP(c—a)(c—b)=(c—=b)(b*(a—b)+ P(c—a)) =
= (c—b)(b*(a—b) + b*(c — a)) = (c — b)*b* 2 0.

Mivel (2) ekvivalens a bizonyitando6 egyenlGtlenséggel, az allitast belattuk. Az utolsé becslés alapjan nyilvanvalo,
hogy egyenl@ség csak a = b = ¢ esetén 4ll fenn.
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II. megoldas. Az (1) egyenl6tlenség mindkét oldalat osszuk el (a + b+ ¢)-vel:

(3) ab n be n ca
(a+b)2—=c (b+c¢)2—a®> (a+c)2—b

> 1.

A koszinusztétel alapjan pl. ¢ igy irhato:
¢ =a® +b% —2abcosy = (a+ b)? — 2ab(1 + cosy),

amibdsl
ab 1

(a+b)2—c2  2(1+cosy)’

ahol v jeloli a ¢ oldallal szemkozti szoget. Hasonloan fejezhets ki a (3) bal oldalan szereplé masik két hanyados is;
ezért (3) igy alakul:

1 1 1
2(1 + cos ) + 2(1+ cos ) + 2(1 4+ cosvy)
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aAZazZ

> 3

1 1 1 :
1+cosa + 1+cos 8 + 1+cos~y

N W

A jobb oldalon az 1+ cosa, 14 cosf, 1+ cosy szamok harmonikus kézepe van, ami nem nagyobb, mint e szdmok
szamtani kozepe. Elegend§ tehat azt bizonyitani, hogy

3 _1+cosa+1+cosfB+1+cosy
2 3

3

v

vagyis
3
3 2> cosa + cos 3 + cosy,
ez pedig minden haromszogben igaz (lasd pl. Molndr Emil: Matematikai versenyfeladatok gytjteménye, 342. old.).
Egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha o = 8 = ~.



