I. megoldas. Legyen az ABP haromszog AP-hez tartozé magassaga BMp, az APC haromszog AP-hez tartozo
magassaga pedig CMc¢. Vilagos, hogy BMp + CMc < BC, ezért a két haromszog kétszeres teriiletének Gsszege nem
nagyobb, mint PA - BC, azaz

(1) PA-BC > AB-PCy + AC - PB,..
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Jelolje P tiikorkepét a BAC szog felezGjére P, a Cy és By pont tiikorkepeét Cf ill. Bj. Mivel az (1) allitds minden
olyan P-re igaz, amely a BAC szogtartomanyban van, teljesiilni fog P’-re is (még akkor is, ha esetleg P’ az ABC
haromszognek nem bels6 pontja).

Ezért

P'A-BC =z AB- P'By+ AC - P'Cy.

A tiikrozés miatt P’A = PA, P'B{ = PBy, P'C\ = PCy, igy

(2) PA-BC 2 AB-PBy+ AC - PCy.
Osszeadva az (1) és (2) egyenlStlenségeket:

(3) 2-PA-BC 2 (AB + AC)(PCy + PBy).
Hasonléan kapjuk, hogy

(4) 2. PB- AC = (AB + BC)(PAy + PCy),
(5) 2. PC - AB > (AC + BC)(PAy + PBy).

A (3), (4) és (5) egyenlStlenségeket Gsszeszorozva, :

8-PA-PB-PC-AB-BC-AC 2
> (AB + BO)(BC + CA)(CA + AB)(PCy + PBo)(PAy + PBy)(PAy + PCy).

Nyilvin AB+ BC 22-VAB-BC,BC+CA=22-vBC-CA,CA+ AB 2 2v/CA - AB; a jobb oldal els6 harom
tényezGjét eképpen becsiilve, majd mindkét oldalt 8 - AB - BC' - C' A-val osztva, el6bbi egyenl6tlenségiinkbél éppen a
feladat allitasat kapjuk.

II. megoldas. Hasznaljuk az abra jeloléseit. Az Ao PC és ByPC derékszogi haromszogekbdl
PAy+ PBy = PC(sinvy; + sin~ys).
Hasonléan kapjuk, hogy

PAy + PCy = PB(sin 81 + sin 82) és
PBy + PCy = PA(sinay + sinas).

Ezeknek az egyenleteknek a szorzatabol:

PA-PB- PC(sina; + sinaeg)(sin 81 + sin B2)(sinyy + sinys) =
= (PA() + PB())(PAO + Pco)(PBo + PCO)

Elég megmutatni, hogy a bal oldalon szerepls zardjeles tényez6k szorzata legfeljebb 1. Ismert azonossag szerint pl.

sina + sinas = 2 - sin

a1 + a2 al—a2< e
5 cos 5 < 2-sin —,

ahol a1 + ap = v az A csicsnél levs szog. Ezért

(sin g + sinag)(sin 81 + sin B2)(siny1 + sin~yz) < 8 - sin % sin g sin %,

és mint ismeretes (1. az alabbi megjegyzésekben szerepls szakkori flizet 240. oldalan)
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Q. 0
Sin — sin — sin —
1n2 1n2 1n2 ,

amibdl mar kovetkezik a feladat allitasa.



Megjegyzések. 1. A feladatbeli szakaszokra fennallnak tovabbi egyenlGtlenségek is, pl.
PA-PB-PC28-PAy-PBy- PCy.

Ezt belathatjuk, ha a kitizott allitas jobb oldalan levs Osszegeket a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlétlenség
alapjan becsiiljiik.
2. Erdés—Mordell tételként ismerjiik a kovetkezd egyenlStlenséget:

PA+ PB+ PC > 2(PAg + PBy + PCp).

Ennek a tételnek és néhany hasonlé allitdsnak a bizonyitasa megtalalhaté Bartha Gdbor-Kun Péter: Valogatott
fejezetek a matematikabol c. szakkori fiizet VI. fejezetében.



