Az AO egyenes felezi az « = BAC szoget, igy a/2 megszerkeszthet az AOFE derékszogi haromszogbdl, ahol E a
beirt kg kor érintési pontja az AB oldalon. « ismeretében megszerkeszthet a haromszog koréirt k kor atmérGjének a

hossza, mert 2R = (kivéve, ha « éppen derékszognek adodik). Legyen ugyanis B atellenes pontja a k kéron

| cos o
B*. Ekkor a B*AMC négyszog oldalai paronként parhuzamosak, mert — Thalész tételét felhasznalva — B*A és CM
merGlegesek AB-re, masrészt B*C és AM mer6legesek C' B-re. Innen

AM = B*C = BB*cos BB*C< = 2R | cosq,

ugyanis a B*BC derékszogi haromszoghen BB*C'< = « vagy 180° — « aszerint, hogy B* a BC egyenesnek A-t
tartalmazo partjan van, vagy a masik partjan (1. a, b abra).
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Felvéve egy 2R atmérdjd k kort — legyen a kozéppontja K — és rajta a B, C pontokat tugy, hogy BKC< = 2«
legyen, ezeket mindjart a keresett haromszog csticsainak tekintjiik. Az A cstcs a nagyobbik BC iven lesz, ha a < 90°,
kiilénben a kisebbiken, az O kozéppont pedig mindig a BC' egyenesnek az A-t tartalmazé partjan. Legyen még a méasik
felsikon levé BC' iv felez6pontja D.

Az O-ként szoba jov6 pontokat két mértani hely kozos pontjaiként kapjuk. Ezek egyike nyilvanvaloan a BC-vel
parhuzamos, téle o tévolsagban haladé g egyenes, — azon az F félsikon, amelyiken O-t varjuk, — a mésik a D pont koriili
DB = DC sugaru segédkornek F-beli BC = i ive. Az utébbihoz belatjuk, hogy mindig DB = DC, vagy masképpen
hogy a DOC héromszog O-nal és C-nél leve szogei egyenldk.

A BD, DC ivek egyenlGsége miatt ugyanis D-n atmegy az AO szoglelezs, ezért CDO< = CDA< = CBA< = 3,
igy a masik két szog Osszege 180°— —( = o + 7y, marpedig

v+«

OCD<« =0CB«+ BCD<=0CB<+ BAD« = 7

tehat ugyanennyi a COD< is.

Ha a két mértani hely 2 pontot ad O céljara, ezek egyenrangiak, mert egymaés tiikorképei a DK atmérére, elég az
egyikkel foglalkoznunk. (Abbdl is adodik ez, hogy adatainkban a B és C' csucsok egyforman nem szerepelnek.) A DO
egyenes kimetszi k-bol a haromszog hatralévs A cstucsat.

A szerkesztés végrehajtasaban mindjart a-t kapjuk, ha egyenld szaria haromszoget szerkesztiink a GH = 2p alap folé
AO-val mint szarral és a harmadik csicsra tiistént raruhézzuk az 1. abrak B* pontjanak szerepét. (A szerkesztésnek
ezt az elss fazisat is mutatja az 1. dbra.) A B*G szar B*-on tuli meghosszabbitasara felmérjiik a B*C = AM szakaszt,
a szarra a C végpontban allitott merdlegessel a B* H egyenesbdl kimetsziik a B pontot és a BB™ szakasz f6lé Thalész-
kort irunk, ez lesz k. A GB*H< = a hegyes-, illetve tompaszog voltabol kiolvassuk, hogy az A csiics a BC oldalnak
a kér K kozéppontjit tartalmazo partjan lesz-e, illetve a mésikon. A kijelolt parton megszerkesztjiik a g egyenest,
a mésik parton lévé BC' iv D felezGpontjat kimetsziik a K-n atmend, BC-re meréleges egyenessel. A D koriili, DB
sugart korrel g-b6l kimetsziik O helyzetét, végiill K-bol a DO egyenessel az A csucsot.

Bebizonyitjuk, hogy az ABC haromszog megfelel a kovetelményeknek. Ennek A-bol és C-bél induldé magassagvo-
nalai megadjak M magassagpontjat. (Ez csak a bizonyitashoz sziikséges.) Az el6készitd elemzés szerint (pontosabban
mondva a tételek megforditasa szerint) AM = B*C, tehat megfelels. Az O koriil o sugarral irt ko kor érinti a BC
oldalt, tehat az elemzés szerint az AC, AB oldalakat is. (A bizonyitasnak erre a két elemére ezt szokis mondani:
»nyilvanvald, hogy AM, o és ko megfeleldk.”)

Be kell még latnunk, hogy az ABC haromszogben AO egyenlS az elGirt hosszusaggal. Legyen a GH szakasz
felez6pontja J, ekkor az OAFE és GB*J derékszogld haromszogek egybevagok, mert OF = o = GJ és OAE< =
CAB</2, ez pedig mindkét valtozat szerint egyenls a GB* H< felével, a GB* J<-gel, tehat OA = GB*, az elGirasnak
megfelelGen.

Az OAE, illetve B*GH haromszog létrejovéséhez sziikséges és elegendd, hogy o < OA legyen. Folytatolag a B
pont, vele 2R és a k kor csak akkor nem jon létre, ha o = 90°-nak adodik, azaz ha OA = V20, sziikséges tehét
az is, hogy OA? — 20* # 0 legyen. Derékszogt haromszogben M a derékszog csicsaba esik, azaz AM = 0. Ha az
adat is ezt mondja, akkor f6losleges, viszont a feladat hatérozatlanna valik; AM # 0 esetén viszont ellentmondas van
az adatharmasban. (Az persze lehetséges, hogy a létrejové haromszogben B-nél, vagy ami ugyanaz, C-nél derékszog

legyen.)



Ezek utan az O kozéppont akkor és csak akkor jon létre, ha a BC hir felez6 merélegesének, a DK egyenesnek a
hur és az i iv kozé es6 AgL szakasza legalabb akkora, mint a ¢ sugar. Marmost
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tehat a harmadik feltétel az eredeti adatokkal kifejezve
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természetesen feltételezve a korabbi két feltétel teljesiilését.
A harom feltétel teljesiilése esetén a feladatnak lényegében 1 megoldéasa van.

Megjegyzések. 1. Azt, hogy AM-re a masik két adat (1)-ben alsé korlatot szab, igy is mondhatjuk: ha az AM
szakasz és vele 2R ,nem elég nagy”, akkor az AOF héromszog és a ko kor ,nem fér bele” a k-ba. Ha (1)-ben egyenlség
all fenn, akkor nyilvin AB = AC kovetkezik be, és M raesik a ko keriiletére.

B+

2. Tobb dolgozat az ¢ mértani helyet, mint a BC szakasz 180°—OBC<—OCB< = 180° —

szerkesztette meg, ez a latoszog nyilvanvaléan tompaszog. Az iv kozéppontjat Di-gyel jelolve a homoru BD,C sz0g
2-szer akkora: 360° — (8 + ), tehat a BD1C haromszog Di-nél levs szoge S+ v = 180° — o = 180° — BAC'<. Ebbdl
adodik, hogy ABD;C hturnégyszog, D1 azonos D-vel. A fonti kis bizonyitas alapjin rovidebben jutunk eredményhez.

3. A szerkesztéshez nem készitettiink el6készits segédabrakat «, 2R céljara, mert a kdzbees részeredményeket
sikeriilt kozvetleniil a keletkezési helyiikon felhasznalni. Amikor ezért szépnek, s6t célszerd nek minGsitjik a mutatott
gondolatmenetet, a gyakorlati célt szolgalo szerkesztésekre is gondolunk. A fenti iton megtakaritottuk eredményeinknek
més helyre valé dtmaéasolasat, ami a gyakorlatban mindig a hibdk elkeriilhetetlen névekedésével jarna egyiitt.

4. Szerkesztésiinkkel reményiink lehetne, hogy elnyerjiik a feladat geometrografikus megolddisinak cimét. Az 1900-
as évek tajan divatos irdnyzat volt minél révidebb megoldast keresni a szerkesztési feladatokra. Megszamlaltak a
megrajzolt egyeneseket és koroket, s6t még a segédlépéseketis (mint pl. korz6 hegyének beszurésa tetsz6leges pontba
egyszertibb, mint egy adott, vagy kdzben kapott pontba; vagy hogy egyenes megrajzolasa el6tt 2 pontjahoz kell odail-
leszteni a vonalzot). Ezekbdl az elemekbdl jott Gssze a szerkesztés egyszertiségét jellemzs szam, és az a szerkesztés lett
egy feladat geometrografikus megoldasa, amelyre ez a szam a legkisebb. Font pl. « szerkesztésében megtakaritottunk
egy szakaszfelezést és egy Thalész-kort azzal, hogy az OAFE haromszoget gondolatban OFE-re tiikroztiik.

A GC és HB egyenesek ,helyben tartasa” még csak a kezdete a takarékoskodasnak, tigyeskedniink kell a B*C-
re merdleges C'B-vel, valamint a g egyenessel is. El6bb szerkesztjiikk K-t és abboél k-t, hogy a C' kijeloléséhez leirt,
B* kozepti, AM sugaru korivet kihasznalhassuk a B*C hur felezd mer6legeséhez is. Ezt — és mas ilyen koroket —
roviden igy jelolve: B*(AM), a GB™ egyenesen kapott C-hez is megrajzoljuk a C(AM) kort, igy az ezen segédkor-par
metszéspontjait (segédpontokat) Osszekots egyenes H B*-bol kimetszi K-t, majd a k = K(KB*) kér HB*-bol B-t.
Hasonl6 fogasokkal csokkenthetjiik a D ivfelezs és Ay oldalfelezs pontok kijeloléséhez hasznalt segédvonalak szamat,
majd g-t is felez6 merdlegesként kaphatjuk, ha Ap-t6l a DK egyenesre egy csapésra a 20 = GH szakaszt mérjiik fel.

A fentiekben keriiltiik parhuzamos és meréleges egyenes ,rajzolasat” a derékszogl haromszogvonalzd szokasos el-
cstsztatasaval egy tamaszto vonalzé mentén, illetve 90°-os atforditasaval, mert ezek nem eukleidészi szerkeszt6 lépések.

Tudné-e valaki 21-nél kevesebb ,htuzéssal” elGallitani az ABC haromszoget?

7 nyilasa latokorives



