Megmutatjuk, hogy a feladat kérdésére igenl6 a valasz, ilyen pontharmas minden haromszoghoz 1étezik. Vegyiink ol
egy tetszéleges haromszoget, és valasszuk meg a bettizést tgy, hogy az A, B, C cstucsokkal szemkozti a, b, ¢ oldalakra
a < b < c teljesiiljon. Jeloljiik a haromszog keriiletének harmadét h-val. Ekkor nyilvan a < h < c.
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Ha X, Y és Z tetszleges bels6 pontok a BC, C A, illetve AB oldalakon, akkor a b) feltétel pontosan akkor teljesiil,
ha

(1) XC+CY =YA+AZ=7ZB+BX =h.

Ha a BX tavolsagot x-szel jeloljiik, akkor X pontosan akkor belsé pontja a BC oldalnak, ha
(2) 0<zx<a,
masfelsl (1) alapjan a, ¢, h és = segitségével valamennyi tovabbi szoban forgo tavolsag kifejezhets:

XC=a-—=x,
CY=h—-XC=h—-—a+z,
ZB=h—-BX =h—uz,

AZ =c—ZB=c—h+ =z, végil
AY =h—AZ =2h—c—x.

Vegyiik most szemiigyre az a) feltételt. Ez pontosan akkor teljesiil, ha (2) mellett fennallnak még a

(3) 0<ZB=h—-z<c és a
(4) 0<CY =h—a+z<b egyenlStlenségek.

Mivel 0 < z < a < h < ¢, ezért (3) teljesiil, és a (4)-beli CY is pozitiv. A (2) mellett tehat a
4) h—a+2x<b
feltételnek kell még teljesiilnie, ami z-re nézve egyiittesen a
(5) 0 <z <min(a,a+b—h)

egyenl6tlenséget jelenti.
Ami a c) feltételt illeti, ez Ceva tételének megforditasa szerint pontosan akkor teljesiil, ha

AZ -BX -CY =7ZB-XC-YA,
vagyis
(6) (c—h+z)x(h—a+zx)=(h—1x)(a—12)2h—c—uz).

Jeldlje p(x) és q(z) a (6) bal, illetve jobb oldalédn 4ll6 harmadfokt polinomot. Allitasunk bizonyitésdhoz azt kell
megmutatnunk, hogy létezik olyan xq, melyre teljesiil (5), masfelsl p(xo) = g(xo). Tekintsiik a p(z) és g(x) polinomokat
a 0, a és az a + b — h helyeken. p(0) = 0, hisz a masodik tényezs 0;

2 2b —

q(0)=h-a-(2h—¢) >0, hisz 2h —c = %, ami a haromszog-egyenlStlenség szerint valoban pozitiv.

pla)=(a+c—h)a-h >0, hisz ¢ > h ésa >0, és

q(a) = 0, hisz a mésodik tényezs 0.

Vegiil
pla+b—h)=(a+b+c—2h)(a+b—h)b=h(a+b—h)-b>0,
hisz"a haromszog-egyenlStlenség szerint a + b > ¢ > h és g(a + b — h) = 0, hisz a harmadik tényezd 0.
Osszefoglalva azt kaptuk, hogy

p(0) < ¢(0), pla)>qla) és pla+b—h)>qgla+b—h).

Minthogy p is és g is folytonos fiigguénye x-nek, az elsé két egyenlGtlenséghdl kovetkezik, hogy van olyan pozitiv,
a-nél kisebb z{, amelyre p(z() = q(zy), az elsé és a harmadik egyenl6tlenségbdl pedig, hogy van olyan pozitiv,
(a + b — h)-nal kisebb z{, amelyre p(zy) = q(xg). Mindenképpen van tehét olyan pozitiv, (5)-nek eleget tevd zo,
amelyre p(xo) = ¢(x0). Ha most tekintjiik a BC' szakasz azon bels6 X pontjat, amelyre BX = zq, a C A szakasz azon



Y pontjat, amelyre CY = h —a+ x¢ és az AB szakasz azon Z pontjat, amelyre ZB = h — x, akkor (5) szerint Y és Z
is belsé pontok, X, Y és Z valasztasa miatt teljesiil rajuk a b) feltétel, végiil zo valasztasa és a Ceva-tétel megforditasa
szerint az AX, BY és CZ egyenesek valoban egy ponton mennek &t.

Ezzel belattuk, hogy minden ABC haromszoghoz talalhato megfelels X, Y, Z pontharmas.

Megjegyzések: 1. Konnyt belatni, hogy minden haromsz6ghoz pontosan egy megfelel6 pontharmas létezik.

2. Sok olyan dolgozat érkezett, amelyben a megoldo felirta a (6) egyenletet, belatta, hogy annak van megoldésa,
de nem foglalkozott azzal a kérdéssel, hogy a kapott megoldashoz tartoz6 X, Y, Z pontok valéban belsé pontjai-e a
haromszog megfelels oldalainak. Az ilyen megoldasok nem kaptak maximélis pontszamot.



