Kiszamoljuk Ay pontos értékét. (Az egyszertiség kedvéért az iires sorozatot is a ,,j0” sorozatok kozé tartozomak
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tekintjiik. Ez nyilvan nem valtoztat a feladat allitasan, hiszen k—f és k]j'_ egyszerre konvergens, mert hm i =0.)
Nézziik meg, hany i elem, ,,jo” (a feladat feltételeit kielégits) sorozat van (i=1, 2, , k). k darab elem koziil 4

k
darabot ( ) -féleképpen valaszthatunk ki, s ezt az ¢ elemet i!-féleképpen allithatjuk sorba (¢ = 0 esetén 0! = 1). Ezek
i
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szerint <z>l' = m darab i elemi ,,jo” sorozat van. Igy Ay = ; m go gl (ha i végigfut a 0 és k kozti
egészeken, akkor k — i is ezt teszi). Tehat
k
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—f lathatoan szigortian monoton ndvekvd sorozat, mésrészt i! = i( —1)...2-12>2-2-...-2-1 = 2! minden
i = 1-re, tehat
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A
igy k—f feliilrsl korlatos. Minthogy monoton né és feliilrSl korlatos, ezért konvergens, amit bizonyitani kellett.

Megjegyzések. 1. Ismeretes, hogy hm Z = ¢” minden z-re fennall (1d.: Urbdin Jdnos: Hatarértékszamitas,

Miiszaki Konyvkiado, 1975., 422. oldal), 1gy x = 1-re azt kapjuk, hogy
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lim — = lim —=e.
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=0
2. Az so = ap, S1 = ap+aa, ..., Sy = ap+ai1+---+ay alakt sorozat (an. végtelen sor) konvergencidjanak elégséges
(de nem sziikséges!) feltétele, ha teljestil, hogy
a) minden a; pozitiv (a sor pozitiv taga) és
b) van olyan 0 < ¢ < 1 szam, hogy minden i-re
aiv1/a; = q.

Az a) feltétel ugyanis biztositja, hogy sj (szigortan) monoton né. A b) feltétel alapjan pedig az sy, sor feliilrél becsiilhetd
egy konvergens (tehat korlatos) mértani sorral: ugyanis

a; = ai/aifl : aifl/ai72 el Gl/ao ~ap £ qiao,

. 2 k 1- qk+1 Qg
tehat s, = ao+ a1 +as+---+ap = ap + apq + aog” + ... + aog” = ag 1—g¢ < 1—
feliilrol korlatos, és mivel monoton ng, valoban konvergens. Az sy, sor még akkor is feliilr6l becsiilhets egy ¢ hdnyadosa
meértani sor és egy konstans Osszegével, ha b) helyett a kovetkezs, gyengébb feltétel teljesiil:

b’) van olyan ¢ < 1 pozitiv szam, amelyre minden elég nagy i esetén a;11/a; < q.

(g < 1, a0 > 0). Igy s

a) és b’) egylitt az an. hdnyados-kritérium, amit mi a fenti megoldasban ¢ = B helyettesitéssel alkalmaztunk. A
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mi esetiinkben ai T s ez 0-hoz tart, ha i a végtelenbe tart, igy b’) nyilvan akarmilyen 0 < ¢ esetén fennall.
a;
(Megjegyzendd, hogy ha x rogzitett pozitiv szam, akkor az el6z6 megjegyzésben szerepl s, = o + i + BN 4+ o

sorozatrol ugyanigy lathato be, hogy konvergens.)



