Ha n = 1, akkor a tablazat csak egyféleképpen tolthets ki, ha pedig n = 2, akkor nyilvan barmely kitoltés megfelels.
Ez 4! — 24 lehetGséget jelent, ha a forgatassal és tiikrozéssel egymésba vihet kitoltéseket megkiillonboztetjiik egyméstol,
egyébként pedig 24/8 = 3 -at. A tovabbiakban az n = 3 esettel foglalkozunk.
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Az 1/a dbrin az n = 5 esetre bemutatott kitoltés nyilvan megfelels. Az 1/b dbrdn a kiilonbségek lathatok a
négyféle lehetséges szomszédsagra. A bal alsoé és a jobb f6ls6é sarokmezdnek nincs f6atld iranyua szomszédja, igy az
itteni szamok kicserélhet6k a mellettiik allokkal. Azt allitjuk, hogy nincsen az igy kaphatd Osszesen négy megfelels
kitoltéstsl lényegesen kiilonbozs, azaz tiikrozéssel és forgatassal minden megoldas a fenti négy valamelyikébe vihets.

Tekintsiink egy megfelels kitoltést, és legyen D = n+1. Ha d(z, y) jeloli az és az mez6k kozott a szomszédos
mezGkon at vezets legrovidebb at hosszat (tehat ahogyan egy kiraly mozog a sakktéblan), akkor nyilvan 1 < d(z, y) <
n — 1, méasrészt a kitoltésbél adodik, hogy

[z —yl

(1) d(z, y) 2 o

Ha két mezdre (1)-ben egyenlGség van, akkor a legrévidebb dton bol —ig haladva (z < y foltehet6) minden
lépésben legalabb D-t kell haladnunk. Mivel a feltétel szerint ennél tobbet egyszer sem haladhatunk, igy az atbaejtett
mezok egyértelmien meghatarozottak: «, x4+ D, x + 2D, ..., x +d(x, y)- D = y. llyenkor tehat pontosan egy d(x, y)
hossziisagu ut vezet és kozott, és igy a két mez6 vagy szomszédos (ha d(z, y) = 1), vagy pedig egy d(z, y)+1
hosszisaga dtlo két széls6 mezeje, ahol atlonak a 2. dbran lathatd mezdk sorozatat nevezziik. Hivjuk a kitoltésnek ezt
a tulajdonsagat ,,merev atlo” tulajdonsagnak.
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2. abra

E tulajdonsag szerint és egy n hosszisagu atlo két szélsé mezeje. Ilyen atld ketts van, és foltehets, hogy

az a bal f6ls6, az pedig a jobb alsé sarokmezs. A tablazat leghosszabb f6atloja tehat az 1 dbra szerint van
kitoltve, az i-edik sor i-edik mezGjében 1+ (i — 1)D = q; all.
Ekkor

>n—2, azaz d(n®—1,1)=n—1,

igy az utols6 sorban, vagy pedig az utolsé oszlopban van. FoéltehetS, hogy az elsé eset valosul meg, azaz

az utols6 sorban van.

Most az i-re vonatkozoé teljes indukciéval belatjuk, hogy

A)ha (i—1)n+1< o < i-n, akkor az i -edik sorban van és aszerint all az atloselem, a; el6tt vagy pedig uténa,
hogy kisebb, vagy nagyobb a; -nél, agy, ahogyan ez az 1 dbra kitoltésében lathato.

i =1 -re ez azt jelenti, hogy ha x < n , akkor az els6 sorban van. Mivel

ezért d(n® — 1, x) = n — 1, és ugyanigy kapjuk, hogy d(n?, z) =n — 1. A legalsé sor két kiilonboz6 mez&jérsl tehat
nem vezet (n — 1)-nél révidebb ut az [z ] -hez, igy az valoban az els6 sorban van.

Legyen most 1 < i < n és tegyiik fel, hogy az i -nél kisebb sorszamu sorokra az allitas igaz. Igy persze az i
-edik sorban minden elem legalabb (i — 1)n + 1. Mivel az (¢ — 1) -edik sor maximalis eleme (i — 1)n és az 7 -edik sor
barmely elemének legalabb két f6ls6 szomszédja van, az i -edik sorban valéban nem allhat (i — 1)n — 1+ D =4 - n-nél
nagyobb szam. Ugyanigy kapjuk, hogy az i -edik sorban az i-nél kisebb sorszamu helyeken minden szam legfeljebb
ai—1 — 1+ D < a;. Ezzel az A) allitast igazoltuk.

Hivjuk most ¢ -edik atlonak az elsé sor i -edik mez@jén kezd&ds féatlot. Az i -re vonatkozd teljes indukcidval
igazoljuk, hogy

B) hal £ i < n— 2, akkor az i -edik atloban az i, i + D, i + 2D, ..., i + (n — i)D szamok allnak az I dbra
kitoltésének megfelelGen.



Ha i = 1, akkor éppen a leghosszabb f6atlorol van szo, igy az allitas igaz. Legyen most 1 < i < n — 2.

Az indukcits foltevés miatt igy egyrészt az els§ sorban csak a 8/a dbra satirozott részén lehet, masrészt az
(n — i+ 1) -edik sorban az atloselem, an—_;+1 utdn mar csak a legutolsé mez6 maradt kitoltetlen (3/b dbra). A sor
maximalis eleme, M; = (n — ¢ + 1)n tehat csak ide keriilhet.
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Igy a jobb f5ls6 sarokban 1év6 (n—i+1) oldalt négyzet két szemkdzti soraban lévén d(i, M;) = n—1, ezért (1)-ben

— 1 . . . A
most egyenlGség van, hisz =n — 4. Mivel pedig n — i > 1, ezért a merev atlé tulajdonsag szerint az allitas i-re

is teljesiil. Ezzel a B) allitast is bebizonyitottuk.
Végiil ha ¢+ = n—1, akkor annyi most is igaz, hogy a masodik sorban a maximalis elem, My = 2n az utolsé mezSben
all. Ekkor viszont d(n — 1, 2n) = 1, igy csak annyit allithatunk, hogy az és a mezGk szomszédosak, igy az

els6 sor-ban az utolso el6tti, vagy pedig az utolsé mezs.

A legalso sor mezdin kezd6dd f6atlok felhasznaldsaval hasonléan bizonyithatd, hogy a leghosszabb f6atlo alatti
atlok kitoltése is csak az I dbra szerint alakulhat (itt is lehetséges persze az utolso sor elsé két elemének a cseréje).
Ezzel bizonyitasunk teljes, a feladatnak valéban csak az adott tipust megoldésa létezik.

Tiikrozéssel és forgatassal mind a négy megoldashél 8-8 készithets, igy ha ezeket is megkiilonboztetjiik, akkor az
n > 2 esetben 32-féle megfelels kitoltése létezik a tablazatnak.



