1 xr
I. megoldas. Ha = > 1, akkor v/z > 1, <§> > 0, tehat

<%)m+\/5> 1.

Ha 0 < 2 < 1, akkor legyen az n olyan pozitiv egész, amelyre

1
<z < —.
n+1 n
Az 3 fiiggvény szigortan monoton csokken, erre az n egészre tehat
T 1/n
1 1 1
(1) No=(y) =L
2 2 /2
a—1

Ismeretes, hogy ha a > 0, akkor ¢/a <1+ . (Bal oldalt n — 1 darab 1-es és az a szidm mértani kozepe, jobb

n
1
oldalt pedig ugyanennek az n darab szamnak a szamtani kozepe all.) Ezt a = 2-re alkalmazva V2 < i, tehat
n
1 n 1

% > T 1— el Az (1) egyenl6tlenséggel Gsszevetve azt kapjuk, hogy

(2) (%)m>1—n41_1.

1
Masrészt 0 < ¢ < 1 esetén /x > x, és tudjuk, hogy = > e Innen
n

1
n+1

VI >

Ezt a (2) egyenl6tlenséghez hozzaadva éppen a bizonyitando allitashoz jutunk.
1 x
II. megoldas. Elég a 0 < x < 1 esettel foglalkoznunk (hiszen x = 1 esetén /r = 1 és <§) > 0). Ebben az
esetben \/z > x, tehat elég belatnunk, hogy

(3) <%>z+x>1,

1 x
ha 0 < x < 1. Tekintsiik az f(z) = (§> +x = 277 + z fiiggvényt. Ennek derivaltja f'(z) = —In2-27" + 1. Ha

x>0, akkor 27% < 2° = 1, mert a 2% fiiggvény szigortian monoton cstkken. Kovetkezésképp —In2-27% > —1n?2, igy
x > 0esetén f'(x) > 1 —1n2 > 0. Ha a derivalt fiiggvény egy intervallumban pozitiv, akkor ott a fiiggvény szigortian

) 1\°
monoton nd, tehat f(x) szigortian monoton né a (0, +00) félegyenesen. Igy = > 0 esetén f(x) > f(0) = <§> +0=1,

1 xT
amibdl (5) + x > 1 kovetkezik minden pozitiv z-re, igy 0 < x < 1 esetén is. — Ezzel allitasunkat bebizonyitottuk.

Cynolter Gdbor (Bp., Fazekas M. Gyak. Gimn., IV. o. t.)
dolgozata alapjan

1 x
II1. megoldas. Ismét azt bizonyitjuk, hogy <§) +z>1,ha0<x<1. Haz>0,akkor 27% > e *. Elég tehat
azt belatnunk, hogy

(4) e"+z>1 ha O<z<Ll
Bebizonyitjuk, hogy ha y # 0 és y > —1, akkor
(5) eV >1+uy.

Ebbdl y = —x helyettesitéssel (4), s igy a feladat allitasa kovetkezik. Ismeretes, hogy

eY = lim (l—l—g)n.
n

n—oo



n
Belatjuk, hogy ha y > —1 és y # 0, akkor az a,, = (1 + Q) sorozat szigorian monoton nd, azaz
n

n+1 n+1
n 1
(14_3) <(1+-2Y — 1+u '
n n+1 n+1

Vonjunk mindkét oldalbdl n + 1-edik gyokat:

/ n 1
(6) n+1 (1 + g) . 1 < n"' + y
n n+1

A bal oldal n darab 1 + L4 és egy darab 1-es mértani kdzepe, a jobb oldal pedig ugyanennek az n + 1 szamnak a
n

szamtani kozepe. E szamok nem mind egyenldk, mert y # 0, és mind pozitivak, mert y > —1, igy fennall koztiik a (6)
n
egyenlGtlenség. Ezzel belattuk, hogy ha y # 0, y > —1, akkor az (1 + E) = a,, sorozat szigorian monoton ng, tehat
n

lim a, > a1, ami éppen az (5) egyenlGtlenség.
n—-+oo
eV —1 e¥ —
> 1,hay >0, és

1
Megjegyzések. 1. Az (5) egyenlGtlenség szerint < 1,ha y < 0. Az € fliggvény
Y Yy
gorbéjének 1 és y abszcisszaju pontjat Osszekotd hur meredeksége tehat 1-nél nagyobb, ha y > 0 és 1-nél kisebb, ha

y < 0.

[
(e}
y=x+1
1
v, 0 y

Az e” fiiggvény grafikonjanak 0 abszcisszaju pontjaban az érint6 éppen 1 meredekségi, az (5) egyenlGtlenség tehat
azt fejezi ki, hogy a fliggvény grafikonja az x = 0 pont kivételével mindeniitt a 0 abszcisszaju pontban huzott érinté
folott van. Ez pedig kovetkezik az e fiiggvény konvexitasabol is.



