I. megoldas. Megmutatjuk, hogy minden haromszogben

(1) fe = V/s(s —c) < se,

és (1)-ben pontosan akkor teljesiil egyenlség, ha a C cstucsbol indulé oldalak egyenlsk, azaz a = b. Ebbdl a bizonyitandd
allitds méar kovetkezik, ha a harom szogfelezére és stulyvonalra felirjuk (1)-et, és az egyenlGtlenségeket Gsszeszorozzuk.
Ekkor ugyanis

fa'fb'fc§\/Sg(S—a)(s—b)(s—c)gsa.sb.sc

adodik, és Héron tétele szerint a négyzetgyok alatt éppen (s - t)2 all. Az is lathato, hogy a bizonyitando allitdsban
pontosan akkor van egyenlGség, ha a haromszog barmely két oldala egyenld, azaz a hdromszog szabalyos.
Az (1)-ben szerepld v/ s(s — ¢) mennyiséget nehéz kozvetleniil becsiilni. Belatjuk viszont, hogy

(2) Vs(s —¢) = Vab - cos %
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1. dbra
Y S §—¢C .. . 1 .
Az 1. abrarol leolvashat6, hogy cos 5= Co.=- o ahol O, az AB oldalt kiviilrél érint6 hozzairt kor kézéppontja.
Az egyenlGségeket Osszeszorozva ‘
N G
3 21 _ 2 7
®) Y37 Co-co,
adodik.
) : " co b
A megfelel§ szogek egyenlGségébdl kapjuk, hogy a CBO és a CO.A haromszogek hasonlok. Ebbdl = oo

azaz CO - CO,. = ab kovetkezik, amit (3)-mal egybevetve kapjuk, hogy
s(s —¢) = ab - cos® %,
ami cos % > 0 miatt (2)-vel ekvivalens.

A bizonyitando (1) egyenlStlenséget ezutén az
(4) fc§\/cEcos%§sc

formaban latjuk be. Ha a = b, akkor (4)-ben egyenlség all. Ha a két oldal nem egyenls, akkor legyen a a nagyobbik.
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2. dabra

Bocsassunk merélegest a C-n atmend kiils6 szogfelezére A-bol és B-bol, és legyenek a talppontok Aq, illetve By (2.
abra). Ekkor az AA; B1B derékszogi trapéz alapjai parhuzamosak f.-vel, hosszuk igy a - cos %, illetve b - %
AE b AF
a

Jelolje E és F' a C-bdl indulo szogfelezd, illetve a silyvonal talppontjat az AB oldalon. Ekkor VoI i < 5= 1,

b
igy az AB oldalt {/ — ardnyban oszté P pont az E'F' szakasz bels§ pontja.
a

Huazzunk most parhuzamost a trapéz alapjaival a P-n és az F-en keresztiil, és messék ezek a trapéz masik szarat
P;-ben, illetve Fi-ben. Ekkor nyilvan f. = CE < PP < F{ F < FC = s.. Ha megmutatjuk, hogy PP; éppen a trapéz

alapjainak mértani kozepe, azaz v ab - cos %, akkor készen vagyunk. Ez viszont kovetkezik abbél a jol ismert ténybdl,

hogy egy trapézban, melynek alapjai u és v, a szarakat X : p ardnyban oszt6 szakasz hossza (3. dbra)

A+ pv
At p

(3)
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3. dbra
. b
Jelenleg ugyanis A : p = {/ —: 1, és ezért
a

ab-cosz

\/g-a-cos%+b-cos%
PPlZ =
\/§+1

valoban.

2ab

Megjegyzés. Ismert egyenlGtlenségekre hivatkozva gyorsabban is célhoz érhetiink, ha felhasznaljuk az f. = P
a

cos % Osszefiiggést. Eszerint az AA, B B trapézban f. az alapok harmonikus kozepe. Ugyanitt F'F; kdzépvonal, és igy

az alapok szdmtani kozepével egyenld, ami a CFF) derékszogi haromszog befogdjaként rovidebb az FC atfogénal,
ami nem maéas, mint s.. A bizonyitandé allitds most mér a harmonikus, mértani és szamtani kdzepekre vonatkozo
egyenl6tlenségekbdl adodik.

II. megoldas. Ismert Osszefiiggések kovetkezetes alkalmazésaval is eljuthatunk (1) bizonyitaséig.

O<cos— /1+COS’7 2ab a2+b2—c2
2ab 2 )

ahol a négyzetgyok alatt cos -t a koszinusztétel szerint irtuk fel. Tovabb alakitva

cosz\/l (a+b)2—02\/a—|—b+c a+b—c i\/s(s—c)
2 V4 ab B 2 2 ab ab

azaz megkaptuk az els6 megoldas (2) egyenlGségét.
2ab
a+b

kozép kozti egyenlStlenség szerint az els tényezs legfeljebb 1, igy f. valoban nem lehet nagyobb, mint 1/s(s — ¢).
A C-bdl indulé sulyvonalra ugyancsak a koszinusztételbsl

Az ismert f. =

Vab
- cos z osszefiiggésbe helyettesitve kapjuk, hogy f. = — -0V s(s — ¢). A szamtani és mértani
2

2 b?+ ¢ —a?

ezért ) ) ) ) )
sg:b2+__zbf V+cd—a® Pta &
4 2bc 2 4

Végiil a szamtani és a négyzetes kozép kozott fennallo egyenlStlenséget felhasznalva

(a+b)2_éia+b—|—c a+b_cfs(s—c)
4 42 2 '

2
Se

1\

Ezzel az (1)-ben szerepls masodik egyenl6Stlenséget is igazoltuk, és az is latszik, hogy (1)-ben pontosan akkor allnak
egyenldségek, ha a = b.



