1
Az x 2 — feltétel miatt a négyzetre emelés ekvivalens atalakités, igy elég, ha a négyzetre emelés és rendezés utan

kapott kovetkezd egyenlGtlenségeket igazoljuk :

3r+2<Va2+ar+ Va2 +22+ Va2 +3r+2<3z+3.

Konnyen lathato a kovetkezd allitasok helyessége:

(2) M—\/<x+%>2—i<\/<x+%)2—x+%‘—x+%;
(3) Vet 42e=\/(z+1)2-1<\/(z+1)2=|z+ 1=z +1;
" Ermr=(se2) L (54 d) = d=en

(2), (3) és (4) Osszege pedig épp a jobb oldali egyenlétlenséget adja.

1
Hasonlo otlettel igazolhat6 a bal oldali egyenlGtlenség is. Az © = = feltetelt minden esetben kihasznalva :

(5) Vaz+or 2 /z?+ 3:—|—— “ +E>x+

1 1\* 1 1

(6) V422 3:2—|—:1:—|—§: 3:—|—§ +Z>x+§,
(7) \/;v2+3;v+2>\/x2+§x+2— :10—1—§ 2—i—E>:1c—|—§
= 27 4 4 6 4’

(5), (6) és (7) Osszege pedig éppen a maésik bizonyitando egyenlGtlenség.

Megjegyzés. Bencze Mihdly brassoi tanartol szarmazik a feladat kovetkezs altalanositasa:

Ha z = 3 és n = 1 egész, akkor

\/(n+1)2x+"(n+1)6(2"+3) <VI+VIFI+.. +Vitn<

< \/(n—l—l)%—i-w.

Az aldbbiakban vazoljuk a bizonyitast, ha n = 3. A fels§ becslés kdzvetleniil adodik a vz, Ve +1, ..., Vo +n
szamokra felirt szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenségbdl, itt csak x = 0 sziikséges.
Az als6 becsléshez tekintsiik vz + vz + 1+ ...+ Vx + n négyzetét.

(*) <Z \/w—-i-z> Z(n—l—l)x—i-w—i—l Z (x4 k)(x + 7).

0Sk<jsn

(4k+1)-j+k

o2 és ezzel (*) jobb oldala csokkenthetd.

1
Ko6nnyen lathato, hogy ha z 2 3 akkor (z+k)(x+j) =2 2+
Igy kapjuk, hogy

(n+1)x+n(nT+1)+n(n+1)x+2- >

0Sk<j<n

(4k+1)-j+k
2% + 2j + 2

v

(¥%) <Z /x—l—i)
i=0

Indukcioval belathato, hogy n = 3 esetén a (**) jobb oldalan &llo Gsszegre fennall az alabbi egyenl6tlenség :



n—1 n

Z (4k+1)j+k Z Z (4k+1)j+k _n?’(n+1)
k=0 j=k

o+ 2j 12 %r2j+2 6

0Sk<j<n +1

Ha tehat n = 3, akkor Gsszevonas és a kapott becslés szerint (¥*) az alabbit adja:

" \? , 1) n2n+1) . n(n+1)2n+3)
(;x/x—l—z) > (n+1)°z+ 5 + 3 =Mn+1)z+ 6 ,

ahonnan négyzetgyokvonas utan a bizonyitandé allitast kapjuk.



