I. megoldas. Megmutatjuk, hogy a valasz tagado, a 2 hatvanyainak elsd jegyébdl készitett sorozat nem periodikus.
Tegyiik fel, hogy mégis létezik ilyen periodus és a hossza d. Ez azt jelenti, hogy a 2!, 21Fd 2i+2d olind =
sorozatban minden hatvany ugyanazzal a jeggyel kezd6dik, mégpedig 2! = 2 miatt kettessel. Ha egy szam elsG jegye
2, akkor a fele csakis 1-gyel kezdédhet, igy a 2°, od 92d ond  sorozat tagjainak 1 a legelsd szamjegye.

Van tehat olyan pozitiv egészekbdl allo a,, sorozat, hogy minden n = 1 esetén

(1) 109 < 2" < 2.10%.

Mivel a jobb oldalon 2-10%" < 10'T%"  ezért 1+ a,, nyilvan éppen 2"? jegyeinek a szdma. Megjegyezziik még, hogy
(1)-ben nyilvan nem allhat egyenlGség.

Belatjuk, hogy ha (1) fonnall, akkor a 2" sorozatban a jegyek szdma mindig ugyanannyival, ai-gyel novekszik.
Irjuk fel ugyanis az (1) egyenlStlenséget n = l-re: 10" < 2% < 210", Ezt az (1) egyenlGtlenséggel Osszeszorozva
kapjuk, hogy

109ntar 2(n+1)d < 4.10% 19 < 101tantar

Innen 214 jegyeinek szama 1+ an+1 = 1+ a, + a1, azaz an+1 = a, + a1, ahonnan valéban a,, = na; adédik.

Ha tehat a feltevesben kimondott allitas igaz, akkor a 2¢, 224, .. 274 sorozatban a jegyek szama mindig
ugyanannyival — a;-gyel — né. Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen.
Az (1) egyenl6tlenséget atirva kapjuk, hogy

ond
(2) 1< oo < 2
minden n 2 1 esetén, tehat n = 1-re is, azaz
d
(3) 1< Toor < 2

2nd 2d n
Mivel (2)-ben 10 = (10(11) , hisz a,, = nay, ezért egy (3) szerint 1-nél nagyobb szam, 2¢10%* hatvanyai kivétel

nélkiil 1 és 2 kozott vannak. Ez viszont nem lehet, 1-nél nagyobb szam hatvanyainak sorozata nem korlatos feliilrsl.
A kapott ellentmondas azt jelenti, hogy az (1)-beli a,, sorozat nem létezhet, az els6 jegyek sorozata valéban nem
periodikus.

Megjegyzés. A fenti megoldas kozvetlenill még nem cafolja az tgynevezett vegyes periodus” létezését, vagyis az eddigiek
alapjan meég lehetséges, hogy a 2 hatvanyok elsé jegyének sorozata csak egy adott ko kitev6tsl kezdve periodikus. Az alabbiakban
egy altalanos szamelméleti eredmény fel hasznalasaval megmutatjuk, hogy a 2-hatvanyok elsé jegyének sorozataban ilyen vegyes
periédus sem létezik.

II. megoldas. Tegyiik fel, hogy létezik olyan k¢ kitevs, ahonnan kezdve periodikusan ismétlgdik a 2-hatvanyok
els6 jegye, és legyen a feltételezett periodus hossza ismét d. Ez azt jelenti, hogy a okotnd lakt szamok elss jegye
minden n = 0 esetén ugyanaz; jeloljiik ezt a szamjegyet t-vel.

Tetsz6leges pozitiv N szdmot normadl alakban irva

N = 108N — 1olle N+{le N} _ 1plleN] . 1olle N}

Az N els6 szamjegyét nyilvan a masodik tényezé — ami 1 és 10 kozé esik — els6 jegye hatérozza meg, ami nem maés,
mint a masodik tényezs egész része. Az N szam elss jegye igy [10{lg N}].
Mivel 1g 250174 — (ko + nd) - 1g2, igy feltevésiink szerint minden n > 0 esetén

[10{(7€0+nd)'1g2}] =t,
azaz
t < 108kotnd)le2y 4 ¢
ami akkor és csak akkor igaz, ha
(4) lgt < {(ko + nd) -1g2} <lg(1+1t).

A (4) eredmény szerint a (ko+nd)-1g 2 alaki szamok mindegyikének a tortrésze a [0, 1) intervallum egy adott részébe,
a[lgt, 1g(1+1)) intervallumba esik. Az alabbiakban belatjuk, hogy ez lehetetlen, és ez azon mulik, hogy lg 2 irracionalis
szam. Igaz ugyanis, hogy ha « tetszéleges irraciondlis szam, akkor a [0, 1) intervallum minden részintervalluma
tartalmaz {(ko + nd)a} alaka szdmot, barmilyen pozitiv egészek legyenek is a ko és a d. Az alabbiakban véazoljuk
ennek a tételnek a bizonyitasat.



Tekintslink egy Py kezd6pontu félegyenest és ezen a Py, P, ..., P,, ... pontokat ugy, hogy P, P,+1 = da legyen
(a > 0 nyilvan foltehets). Az igy skalazott félegyenes érintsen a Py pontban egy egységnyi keriiletii kort, amelyre a P
é

rintési pontbol negativ iranyba meérjiik ra a PO = {koa} hosszusagu ivet (1. az &brat).
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Ha most a félegyenest ,foltekercseljiik” a korre, akkor a P, pontok @, megfelelGire az O/Q\n iv hossza nyilvan
{(ko + nd)a}. Azt fogjuk megmutatni, hogy barhogyan adunk meg a korén egy I ivet, ez tartalmaz a belsejében @
pontot.

Mivel az « irraciondlis, a @, pontok koziil semelyik ketté nem esik egybe. Ebb6l kovetkezik, hogy van koztiik
olyan kett6 — mondjuk @, és Qs —, amelyekre a m iv rovidebb a megadott I ivnél. Nyilvin @ = QT:@_l =

QT:@_Q = ..., ezért van olyan @, pont — m =| r — s | megfelels —, amelyre Q,Qs = PyQm, azaz a Q,, pont mar a
Py-hoz van az adott I iv hosszanal kozelebb. Igy viszont a Qu,, Qom, - - -, Qrm, - - . pontokon ,lépegetve” az I hosszanal

rovidebb lépéskdzzel haladunk a kérvonal mentén mindig ugyanabba az irdnyba — biztosan lesz tehat osztépont az I
iv belsejében is.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. A masodik megoldasban bizonyitott allitas lényegében azzal egyenértéki, hogy irracionalis o szam esetén a
(0, 1) intervallum bdrmely részintervalluma tartalmaz {na} alakd szamot — és igy nyilvan végtelen sokat tartalmaz —, az {na}
alakd szamok tehat a (0, 1) intervallum egy stird halmazat alkotjak. (Ez nyilvan nem igaz, ha az « racionalis.) Ennél t6bb
igaz, nevezetesen, hogy irracionalis « esetén az {na} alakd szamok ,egyenletesen” helyezkednek el a (0, 1) intervallumban; egy
tetszoleges adott I = (a, b) részintervallumba a sorozatnak koriilbeliil az I hosszaval, (b— a)-val ardnyos mennyiségi eleme esik.

I
Pontosabban szolva, ha a sorozat els6 n darab eleme koziil I(n) darab esik az I intervallumba, akkor lim % létezik és éppen
n—o0

1

-val egyenl. Az ilyen tulajdonsagt sorozatokat modulo 1 egyenletes eloszldsinak mondjuk.
—a

2. A maésodik megoldasbdl kittinik, milyen nagy szerepe van a bizonyitasban annak, hogy lg 2 irracionélis szam. Kénnyen
lathato, hogy ha a 2 hatvanyait példaul 4-es szamrendszerben irjuk fel (log, 2 = 2 racionalis), akkor az els6 jegyek rendre 2,

1,2, 1, ..., a sorozatnak 2 hosszisagi periodusa van. Altalaban is egyszerien adédik, hogy ha log, m raciondlis, akkor az m
hatvanyait g alapi szamrendszerben felirva, az els6 jegyek periodikusan ismétlédnek.



