Megmutatjuk, hogy van olyan monoton névé divergens a,, sorozat, amellyel az (1) szerint elkészitett b, értéke
minden n-re ugyanannyi, mégpedig 1/2. A b,, sorozat ekkor nyilvan konvergens, hatarértéke pedig 1/2.

Legyen az a; = 2, n > 1 és tegyiik fel, hogy az a,, sorozat n-nél kisebb indext elemeit mar megadtuk a megfelels
modon, azaz a1 < az < ...,< Gp_1 €8 by = by = ... = b,—1 = 1/2. Vizsgaljuk meg, hogyan kell az a,, értékét
megvalasztanunk, hogy tovabbra is fennalljon b,, = 1/2 és a,, > a,—1.

20n—1 ., an 1 2%n-1. Ay,
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Felhasznalva, hogy b, = b,_1 - , b = 3 pontosan akkor teljesiil, ha
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(2) 20n=1.q, =2,  azaz a, gyoOke a
(3) 20n—1. x = 27 egyenletnek.

Ha most a (3) egyenletnek van 1-nél nagyobb gyoke, akkor ezek egyikét valasztva a,-nek, (2) szerint 2% > 297-1
vagyis a, > an—_1, a sorozat monoton névé marad. Masfelsl ugyancsak (2) szerint

(4) Up — An—-1 = 10g2 an > 10g2 ap =1,

az igy definidlt sorozat szomszédos elemei kozott tehat legalabb 1 a kiilonbség, az a,, sorozat ezért valoban divergens.
Mivel 2% = 4, definiciénk helyességéhez meg kell mutatnunk, hogy ha A = 4, akkor a

(3") A = 2%

egyenletnek van 1-nél nagyobb gyoke.
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Az f(x) = — flggvény folytonos az [1,4+00) intervallumon, és ismeretes, hogy lirf f(x) = 400, kvetkezésképp
T r—+00

az f fiiggvény minden f(1) = 2-nél nagyobb értéket folvesz az [1,+00) intervallumban, igy a (3')-beli -t is. (Megmu-
tathato, hogy az f szigorian monoton névé az [1,+o0c) intervallumban, a (3') egyenlet 1-nél nagyobb gyoke és igy a
(2) osszefiiggéssel meghatarozott a,, sorozat egyértelm.)

Az a, sorozat tehat létezik és megfelel a kovetelményeknek.

Megjegyzések. 1. Konnyen lathato, hogy a feladat feltételei mellett a b, sorozat hatarértékeként az 1/2 mellett minden ¢ > 0
szam szoba johet. Ha ugyanis ¢ > 0, akkor nyilvan léteznek olyan 0 < a1 < ... < ar < 2 szamok, amelyekre 2t = a1 -az2 - ... ak.
Ezutan az ary1 = 2 valasztassal

ai -a2 - ... Qk+1

20k +1 =1

bri1 =

20n-1 . g,

2an = bn—_1, azaz

és ha most n > k + 1-re a megoldasban szerepl§ a, sorozatot valasztjuk, akkor tovabbra is b, = bn—1 -

b, =t, han = k+ 1, az igy kapott a, pedig tovabbra is szigortian monoton né és divergens marad.

2. A 2514. feladatban azt kellett igazolni (a megoldast lasd az 1985. évi 10. szam 446-447. oldalan), hogy ha az a, sorozatra
a most kirottakon kiviil még az is teljesiil, hogy a tagjai egész szamok, akkor amennyiben a b, sorozat konvergens, a hatarértéke
csak nulla lehet!

A kozolt megoldasban a d,, = an41 — an sorozatrol belattuk, hogy a +oo-hez tart, ami most is igaz. Akkor azonban ebbdl
arra kovetkeztettiink, hogy egészekrdl lévén szo, d, — dn—1 = 1 végtelen sok n-re teljesiil. A bizonyitashoz annyi is elég lett
volna, hogy létezzék olyan ¢ > 0 szam, hogy dn — dn—1 = ¢ végtelen sok n-re teljesiiljon.

Nos, ezuttal éppen ez nem igaz; d = log, a, tart ugyan a +oo-hez, de lassan: megmutatjuk, hogy a dn — dn—1 kiilonbségso-
an

An—1

rozatnak nincs pozitiv als6 korlatja, ez a sorozat a 0-hoz tart. Mivel esetiinkben d,, —d,—1 = log, és a logaritmusfiiggvény

folytonos, elegendd, ha az sorozat konvergens és a hatarértéke 1.

An—1
A (4) osszefiiggés szerint a, — an—1 = log, an. Mindkét oldalon a,-nel osztva kapjuk, hogy

an—1 _ log,an
an an

(5) 1-

log, x

Ismeretes, hogy lim =0, ahonnan lim a, = +oo miatt az (5) jobb oldalan allé sorozat konvergens és a hatarértéke
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0. Innen lim

= 1 kovetkezik, ami a bizonyitand6 allitassal ekvivalens.
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