1. Belatjuk, hogy a gulacsicsok valéban egy pontba forgathatok Gssze.

Jeloléseink: az ABC haromszog sikja legyen S, a haromszog kozéppontja O, az ABRT négyzet kozéppontja K,
az ezen allo gula négyéli csucsa G, az AB alapél felez6pontja F', végiil H az a pont, ahol a harom gula f6 cstucsai
egybeesnek (1.abra).
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1. dbra

Mivel GA = GB, azért G benne van az AB szakasz felez6 mer6leges sikjaban, S*-ban, amely egyben az RT alapélt
is mercGlegesen felezi. Tovabba GA = GT miatt G az AT, BR szakaszok kozos felez$ meréleges sikjaban is benne van,
tehat G-nek S-en levg vetiilete K.

Mialatt ezt a gulat AB mint tengely koriil forgatjuk, G és K az S*-ban fordulnak el, az F' koriili koriveken. Ha S-et
vizszintesen tartjuk, S* fliggSlegesen &ll, mondhatjuk, hogy G az AB alapél S-beli f felezs meréleges egyenese folott
halad. f egyben az ABC haromszognek is tengelye, atmegy O-n, és igy G eljuthat O f6lé, ugyanis F'O < FK < FG.
Valoban az adatokbol FO = FC/3 =+/3/6 = 1/2V/3, és FK = 1/2, tovabba FG atfogo, FK pedig befogo az FGK
derékszogl haromszogben.

Jeloljiik a keresett oldalélt GA = z-szel, és a G altal leirt korivnek O folotti pontjat H* gal. Ekkor a GAF és
H*FO derékszogti haromszogek alapjan

GF = 3:2—1 OH*_\/H*FQ—FOQ_\/GFQ—%_\/IQ—E.

4’ 3

Az ABC haromszog szabélyos volta és a gulak kozos szerkesztési elve folytan az egész alakzat donmagaba megy at
az S-re O-ban allitott ¢ merdleges mint tengely koriili 120°-os elforditasok ttjan. (A gulakat természetesen egyforman
S folott gondoljuk.) Igy a tovabbi két gila csiicsa hasonléan a BC, ill. CA alapél S-beli felez6 mercleges egyenese
f6l6tt mozog. Igy a harom fGcsiics csak a haromszog tengelyeinek kozos O pontja folott talalkozhat, és az oldalélek
k6zos « hossza alapjan H*-ban valoban egybe is esnek.

Felirhato x-szel kifejezve a sziikséges forgatasok kdzds ¢ nagységa:

¢ =180° — GFK< — HFO<,

ahol

1
cosGFK4=——, cosHFOq4= ———.
2GF 2V3-HF
2. Innen azonban egyelére csak azt olvassuk ki, hogy a tovabb vizsgalandé M N, PQ, RT alapélek a kivant for-
gatasok utan S folott egyenl6 magassagban allnak meg, egy az S-sel parhuzamos Sy sikban lesznek. (A pontoknak a
megallas utani helyzeteit 1-es indexszel jeloljiik.) Nyilvanvalo, hogy a létrejott My N1 P1@Q1R1Th szabalyos hatszog Oq
kézéppontja az Sy és t koz0s pontja, és hogy az oldalak koz6s hossza T1 Ry = TR = AB =1 (2. abra).
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2. abra

A kimondott szimmetria alapjan elég vizsgalnunk a 77 Ry oldalt. A T'R él végpontjai az S™*-gal parhuzamos sikokban
fordulnak el A, ill. B koriil, a T1 R1-re merélegesen allo egyenesek alatt, illetve f6lott. Ha az elsé gulat éppen 90°-kal
forditjuk el, akkor TR az AB folé jut. Ennek alapjan hozzéaszerkeszthetjiik a szabélyos hatszoghoz az S-beli pontok
Si-en levé vetiiletét: A a Ti-ben Ty Ri-re és Mi-ben M N;-re éllitott merdlegesek kozos pontja, az O Ty My haromszog
kozéppontja s i.t. masrészt T'A' = A'B’' = 1.

3. Megforditva ezt, megkaphatjuk S-ben a gulak megéallitott alapéleinek vetiiletét (3. abra also része). Ry, T}
vetiiletét R)-vel, T}-vel jeldlve, ezek szimmetrikusak f-re, ezért R1OF< = R|OT]</2 = 360°/12 = BCO«, tehat R}
és T| az a pont, amely az OCB, ill. OC A haromszoget negyedik csticsként parallelogrammévé egésziti ki. Eszerint az
RB alapél a B koriili elforditas kovetkeztében a vetiiletben R\B = OC = 1/v/3-ra rovidiilt le, az elforditas szogére

cos o =1/V3.
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3. dbra

4. Most mér csak az S* sikban szamolunk (3. abra fels6 része). Ugyancsak 1/v3 az ABRT négyzet EF = 1
kozépvonalanak E'F vetiilete az EO egyenesre, ennélfogva a K F = KF = 1/2 szakasz vetiilete K| F = 1/2v/3, éppen



egyenls FO-val. Igy K0 = 1/\/5, és ez a szakasz egyben K7 H-nak, az els6 gula K1G; = m tengelyének a vetiilete az
EO egyenesre. Mivel az OH K hegyesszog szarai mer6legesek az EF R; << = ¢ szaraira, azért

. ELEf 2 1
K{O =msinp=m- E1F1 =m 37

amib6l m =1/ V2, a gulék tengelye egyenls alapidomuk atlojanak a felével.

Ez pedig azt jelenti, hogy a guldk atlos sikmetszetében, pl. az ARG haromszégben G-nél derékszog van. A gulak
elgallithatok egységnyi éld szabalyos oktaéderekbdl, valamelyik cstucstengelyiik felezé meréleges sikjaval kettévagva,
tehat a kérdéses oldalél hossza x = 1.

Azt is kaptuk, hogy H egybeesik O;-gyel, az RTG lap R1T1G1 helyzete Si-ben van.

Megjegyzések. 1. A fenti megoldas 1. pontjanak meggondolasait &tléphettiik volna ezzel az elterjedt — szinte divatos
— sz6lammal: , szimmetriaokokbol nyilvanvald”. Szabad az ilyen kifejezés olyan dolgozatokban, ahol sokkal fontosabb
dolgokrol van szo0, és az athidalt rész tizedrangd sincs a mondanivalohoz képest. (Egyébként a szimmetria nem ok,
hanem magyarazat, megokolas.) Itt viszont éppen ez lett volna a gyakorolnivalé! A pontszamot azonban csak ott
csokkentettiik, ahol tévesen hasznaltdk a szimmetriat, vagy méas hiba akadt.

Gyakran mondta néhai Hajos Gydrgy akadémikus: ha egy dolgozatban hibat gyanitunk, azt elsGsorban a ,,nyilvanvald’-
k utan keressiik, és mas efféle elnagyolasoknal.

Azért is részleteztiik az 1. részt, mert itt a gulak, a haromszog és a hatszog kiilonb6z6 szimmetriaibol allnak ossze
a kiindulasi alakzat és a véghelyzet szimmetriai.

2. Az alakzat az 1983. évi braziliai orszagos versenyen szerepelt abban a valtozatban, hogy GA = AB stb. Azt
kellett bizonyitani, hogy a négyéld cstcsok egyesitése utan szabalyos hatszog keletkezik. Ott tehat eleve adva voltak a
feloktaéderek.



