I. megoldas. A négyszog D cstcsanal levs szoge nyilvanvaléan 60°. Igy az ismert AD oldal végpontjainal levd
szogek osszege 138°, kisebb, mint 180°. Ezért az AB és DC félegyenesek metszik egyméast egy M pontban és AMD < =
42°. Ez a sz0g egyben az ugyancsak adott BC' oldalra tamaszkodo BC'M haromszognek is alkoto része és ebben a
tovabbi két szog M BC < = 60° és M CB < = 78°. Ezekbdl kiszamithatjuk M-nek mind a négy csucstol valo tavolsagat,
majd alkalmas kivonassal az AB és C'D oldalakat. Elég lesz azonban pl. C'D-t meghatarozni, ezutan mar szamithatjuk
az atlokat is.
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A szinusztétel kétszeri alkalmazasaval:

AD -sin78° — CB - sin 60°

CD=MD—-MC =
sin 42°

Ezt ismerve a koszinusztétel kétszeri alkalmazaséaval az atlokras:
AC? = AD?> + CD? —2AD - CD - cos 60°

és
BD? = BC?>+CD?—2BC -CD - cos102°.

A szamitasokat végrehajtva
CD = 71,50 egység, AC = 96,68 egység, BD = 109,20 egység.
Ezzel megadtuk a kivant valaszt.

Megjegyzések. 1. Szamos versenyzé a fontinél jéval bonyolultabb szamitas Gtjan jutott eredményre. Kiizdottek azzal,
hogy a négyszog keresett atloit berajzolva, semelyik részharomszogben sincs 3 ismert méret — (lasd pl. a II. megoldast).
—Igy a trigonometria (az tn. ,altalanos” haromszog kiszdmitasa) egyik ismert tételével sem lehet elinditani a szamitast.

Visszagondolva ezirdnyu tanulmanyainkra, lényegében igy alltunk olyankor is, amikor derékszdgd haromszogben
méar tudtunk szdmolni, és elGszor keriiltiink szembe nem-derékszogd haromszogre vonatkozo feladattal. Akkor vala-
melyik magassag (pl. m.) berajzolasaval két derékszogt haromszoget hoztunk létre, majd a ,nem is kérdezett” kozos
oldalt két iranybol kifejezve tételeket kaptunk: m. = m.-bél a szinusztételt, m> = m?2-bsl a koszinusztételt. Ezeket
aztan emlékezetinkbe véstiik, tétel-rangra emeltiik, miutén arrol is meggy&z6dtiink, hogy derékszognél nagyobb szogek
mellett is érvényesek.

Itt is tovabb lehet haladni hasonléan. AKki djra és Gjra négyszdgszamitdsi feladatokkal keriil szembe — példaul a
geodézia (foldmerés) alkalmazasaiban — , annak érdemes tetragonometriai tételeket is keresnie és gytjteményében
Oriznie. Az ilyen kapcsolatokban az varhato, hogy a négyszognek 6 mérete, adata forduljon els, hiszen a négyszoget 5
adat hatarozza meg. Ez az egyszerd eset.

Példankban az M segédpont és az ott keletkezd szog, tavolsdgok jatszottak az m. el6bbi segits szerepét. Konnyd
azonban egy altaldnosabb elvet is kiolvasni a C'D-re kapott képletbsl. A négyszog szogeit sorra «, f3, v, & bettivel
jelolve, atrendezéssel a kovetkezs Osszefiiggést kapjuk:

BC -sin 4+ CD sin(a+6) — DAsina = 0,

és a kiolvashato tétel: az AB oldalra merdleges egyenest e-vel jelolve, az ABC D négyszog irdnyitott keriiletének mint
vektor-poligonnak az e-re valo vetiilete nullvektor. Ebben az osszefiiggésben 3 oldal és 3 szog szerepel, koziiliik 5 ismert,
CD kiszamithato. A 2. abra szerinti B'C’ + C'D’ — D' A’ = 0 egyenletbd] szamoltunk:

C'D' =CDsin FCD < = CDsin FCG < = CDsin(360° — 8 — ) = CDsin(a + 6).

Az iranyitott keriiletnek a sik barmely egyenesére a vetiilete 0, specidlisan az AB egyenesre vald vetiilete is —
tovabbra is a 2. 4brédhoz ragaszkodva

AB — BCcos 3+ CDcos(8+v) — DAcosa =0,

itt azonban 7 adat szerepel. Az e-re valo vetitéskor az els6 tag elmarad. Ennek megfelelGje haromszdgben is megvan,
5 adat kozti Osszefiiggés: AB = CBcos 5 + CAcosa.



Gyakorlati alkalmazasokban zdrt sokszdg helyett nyitott poligonok is szerepelnek — a poligonometria sz6tél sem
ijednek meg. Nyitott poligonhoz utolsé tagként hozza kapcsoljuk a végpontboél a kezdGpontba vivs vektort.

2. Az 1. abran a négyszog megszerkesztését is vazoltuk, a lépések sorrendje: AB* félegyenes, o, AD, § felmérése,
DM egyenes; B*-ban 8, majd B*C* = BC és C*-on at parhuzamos. (T6bb I. osztéalyos tanulo megjegyeste: ezt csak
szerkeszteni lehet”.)

3. Nem volt lényeges az eddigiekben, hogy a példdban htrnégyszogrsl van sz6. Az alabbi megoldés ezt is hasznalja
,fogodzoként”.

B.T.

II. megoldas. A négyszog hurnégyszog, mert szemben fekvs A, C' csicsainal levs szOgeinek Osszege 180°, igy a
D-nél levs szog 60°.
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Legyen a koriilirt kor kézéppontja O, sugara r, az atlok O-bol vett latészoge AOC < = 2 - 60°, BOD < = 2 - 78°,
és igy az atlok
AC = 2r sin 60° = V3 -7,
BD == 2r sin 78°,

aranyuk
AC V3
BD 2 sin 78°°
Az ardny négyzetére még egy Osszefliggést kapunk, ha AOQ—re és BD?-re felirjuk a koszinusztételt az ABC, ill.
ABD haromszoghdl, az AB oldalt segédismeretlennek véve. Igy masodfoku egyenletet kapunk AB-re:
AC?  AB%?+69?2—2-69- AB - cos 120° 3

BD?  AB2+1102—2-110- AB -cos 78° 4 sin® 78°°

amibdl elég nehéz szamitéassal a pozitiv gyok: AB = 41,50. Ezt AC? és BD? folirt kifejezéseibe helyettesitve ismét
AC = 96,68, BD = 109,20 egység. — Mellesleg r = 55,9.



