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I. megoldas. Ha f(z) jelli az (1) bal oldalan all6 polinomot, akkor tetszéleges o # 0 -ra f(z) = o - f (E) ,

hiszen az f egyltthatoi ,szimmetrikus” elrendezésiiek. Mivel pedig (1)-nek nyilvan nem gyoke a nulla, f-nek minden
gyokével egyiitt annak reciproka is gyoke. A hat kiilonb6z6 gyok tehat az alabbi alakba irhato : o, 8,7y, 1/a, 1/8, 1/~.

Ennek megfelelgen f gyoktényezds alakja:
) (-3)
- = r——].
B ¥

Szamitsuk ki a jobb oldali szorzatban a harmadfoku tag egyiitthatojat! z3-6s tagot ugy kapunk a szorzat kifejtésébol,

) @) = @ - a)(e - B)a =) (- 1) (o

ha 3 zarojelbsl az els6 tagot, a tobbi 3-bdl a masodikat vessziik. Ez = 20-féleképpen lehetséges. A kivalasztésok

egymaéssal reciprok parokba kapcsolhatok, mint pl. az elsé és az utols6é 3 zardjelbsl valok :
1
afy’

A tobbi 9 par egyik szorzataban 2 + 1, ill. 1 + 2 tényezd van f(x) elsd, ill. masodik felébol, a parok elss tagjait a kis
tablazat szerint szerkeszthetjiik meg.
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c1 + ca-b6l —apfy-t kiemelve kapjuk, hogy
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és ha a masodik tényez6bdl elhagyjuk a hdromtagt négyzeteket, akkor
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(Az utolso lépésben kihasznéltuk, hogy a8y és i egyezd elGjeldek.)



Azt kaptuk tehét, hogy

1
¢l > laBy+ ——
i ‘ aBy

Felhasznalva, hogy barmely t valos szidmra

1
t+ ;} > 2, a bizonyitand6 allitast kapjuk abban az élesebb forméaban,

hogy egyenlGség nem allhat fenn.
II. megoldas. Induljunk ki ismét a (2) alatti gyoktényezss felbontasbol. Az els6 harom tényez6t Gsszeszorozva,
kapjuk, hogy
(z = a)(z = B)(z =) =2® - pa® +qz —r,

ahol
p=a+pf+7, g=af+pPy+ya  és r=apy.
Hasonl6an a masodik harom tényezé szorzatara z° — —Px? + Qx + R adodik, ahol
1 1 1 1 1 1 1
P=—+4+—-4+-, Q=—+—+— é R=—.
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Vegyiik észre, hogy
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Eszerint f(z) = —(2® — px?® + gz — r)(raz® — gz* + pr — 1). A harmadfoku tag egyiitthatojara innen
r

1
C:—;(p2—|—q2+r2+1)
adodik. ) .
Ennek alapjan |¢| = —(p* + ¢* + 12 +1) > —(r* + 1) = |r| + — = 2, ahogyan allitottuk.
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Megjegyzések. 1. A masodik megoldas altalanosithatd. Kénnyen megmutathaté, hogy ha
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(z—a))(x—a2)...(x —an) =2" + ap_12" ' + ...+ a12 + ag,

1 1 1 1, L
r—— | lz——)...lz—— ) = —(aoz" + a1 +...F a1+ 1),
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és a két polinom szorzatédban az n-edfoku tag egyiitthatoja - (a3 +a?+.. .—l—aiﬂ +1). Mivel ennek a szaimnak legalabb

akkor

0
2 az abszolut értéke, ezért ha egy 2n-edfokt polinom féegyiitthatdja 1, a polinomnak 2n gydke van, és minden gyok
reciproka is gyok, akkor az n-edfoku tag egyiitthatdjanak abszolut értéke legalabb 2.
Masfeldl a ,szimmetrikus”

(3) 22 b b 4 b by iz +1=0

polinom az elsé megoldasban latottak szerint rendelkezik a gyokokre vonatkozoé fenti tulajdonsaggal, igy |b,| = 2.
2. A megadott feltételek mellett (1)-ben ¢ > 4 is igaz, ez az eredmény azonban mar nem élesithetd.



