Jeloljiik p(z)-szel az (xz —a)*(z — b)? + 1 polinomot, és tegyiik fel, hogy talaltunk két egész egyiitthatés polinomot,
q(z)-et és r(x)-et, amelyekre

(1) q(x) - r(z) = p(x).
Ha ¢(z) féegyiitthatoja (legmagasabb foku tagjanak egyiitthatoja) b, akkor r(z) fSegyiitthatoja 1/b, hiszen a két

1
féegylitthato szorzata adja p(z) {6 egylitthatojat, ami 1. De b és 1/b is egész, ami csak ugy lehet, hogy ha b = 7= +1

1
vagy b = — = —1. A masodik esetben tekinthetjiik a —q(x) és —r(z) polinomokat. Ezek szorzata is p(x), mindketts
fGegyiitthatoja +1, és nyilvan mindketts egész egyiitthatos.
(i) Feltehets tehat, hogy (1)-ben r(x) és g(x) f6egylitthatdja is +1.
Vilagos, hogy p(z) = 1 minden valds z-re, p(x)-nek tehat nincsen valds gyoke, kovetkezésképp ¢(z)-nek és r(z)-nek
sincsen. Ezért g(x) és r(x) nem lehet elséfoka, vagyis

(ii) q(z) és r(z) masodfoku polinomok. (i) szerint q(z) és r(z) fGegyiitthatoja egyenls, ezért
(iii) g(x) — r(z) (legteljebb) elsttoki.

A p(z) polinom az x = a és az © = b helyen 1 értéket vesz fel, (1) szerint tehat
(1) pla) = gq(a)r(a) = p(b) = q(b)r(b) = 1.

q(x) és r(x) egész egylitthatos, a és b egész, tehat g(a), r(a), q(b) és r(b) egész szamok. Ha két egész szam szorzata 1,
akkor a szamok egyenlgk, hisz vagy mindketts 1, vagy pedig mindketts —1. Ezért

q(a) =r(a) e q(b) =r(b),
vagyis

(2) q(a) —r(a) = q(b) —r(b) = 0.

(2) szerint

(iv) a q(z) — r(x) legfeljebb els6foka polinomnak a is és b is gyoke. De a és b kiilonb6zok, és egy legteljebb elstfoku
polinomnak csak ugy lehet két kiilonb6zs gyoke, ha a polinom azonosan nulla. Azt kaptuk tehat, hogy

(v) q(z) = r(x), vagyis (1) alapjan

3) (z = a)*(z = b)* +1 = ¢*(a).
Jeloljiik most s(x)-szel az (r — a)(x — b) polinomot! Ekkor (3) igy alakul:

s%(z) +1=¢*(x), ahonnan
(¢(z) — s(z))(q(x) + s(z)) = 1.

Két polinom szorzata csak akkor lehet konstans, ha mindkett6 konstans, igy

(vi) ¢(x) — s(z) és g(z) + s(x) konstans polinomok.

Ebbdl viszont kovetkezik, hogy kiilonbségiik, a (g(z)+s(x)) — (¢(x) — s(x)) = 2s(z) polinom is konstans. Ez azonban
nem igaz.

Ellentmondéasra jutottunk abbol a feltevésbdl, hogy vannak (1)-nek eleget tevs, egész egylitthatos q(z) és r(z)
polinomok; s ezzel a feladat allitasat belattuk.

Megjegyzés. Altalaban is igaz, hogy ha a1, as, .. ., a, kiilonbozs egészek, akkor a p(z) = (x —a1)*(x —az)? ... (z —
an)2 + 1 polinom nem bonthato két alacsonyabb foku egész egyiitthatos polinom szorzatara. Ha ugyanis volna két
ilyen polinom, ¢(z) és r(x), amelyekre tehat (1) teljesiil, akkor a megoldasban kovetett okoskodas most is adja (i)-t,
(ii), (iii) és (iv) pedig igy alakul:

(ii") q(z) és r(zx) is n-edfoku.

(iii") q(z) —r(z) (n — 1)-edfokau.

(iv’ ) q(z) — r(z) polinomnak gyoke a1, az, ...a,.
(v) és (vi) valtozatlan.

(il )—bol ugyanuigy vezethetd le (iii’), (iv’), (v) és (vi), mint a fenti megoldasban. Elég tehat (ii”)-t bebizonyitani.
Ehhez megint felhasznaljuk, hogy ¢(x)-nek és r(x)-nek nincs valos gyoke. (i) szerint f6egyiitthatojuk pozitiv, tehat
értékiik nagy pozitiv szamokra pozitiv. Ha felvennének negativ értéket is, akkor lenne gyokiik is, mert r(z) is, g(x) is
folytonos fiiggvény. Igy q(x) és r(z) csak pozitiv értékeket vehet fel.
(1) most igy irhaté: 1 = q(a1)r(ar) = ... = q(aj)r(a;) = ... = qlay)r(ay). Mivel g(a;), r(a;) egész szam, tehat
q(a;), r(a;) csak +1 lehet. De lattuk, hogy —1 nem lehet, vagyis q(a1) = g(az) = ... =q(a,) =1 =1r(a1) = r(az) =
.. =r(ay). A g(x) —1 polinomnak talaltunk tehat n darab kiilonboz6 gyoket, igy q(z) —1 és ¢(x) is legalabb n-edfoku.



Ugyanugy r(z) is legalabb n-ed foku. ¢(z) és r(x) fokszaménak osszege (1) szerint 2n, tehat g(x) is, r(x) is pontosan
n-edfoku, ahogyan (ii’) allitja.

(ii”)-b&l most mér a megoldas gondolatmenetével vezethets le (vi), ahol s(z) = (z — a1) ... (z — ay,), majd innen
hogy s(z) konstans, ami ellentmondés. Ez az ellentmondés bizonyitja allitasunkat, hogy tehat p(x) nem bonthaté két
egész egyiitthatos, alacsonyabb fokd polinom szorzatara. Az itt igazolt allitas és annak egy bizonyitasa megtalalhato
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feladataban.



