I. megoldas. Ha f(x) 6todfoka, f(z) + 1 és f(z) — 1 is ilyen. Ha (f(x) + 1)-b6l (z — 1) kiemelhetd, akkor van
olyan ¢(z) = az? + bx + ¢ masodfoku polinom, amelyre

(1) flx)+1=(z—1)*(az® + bz + ¢),
és hasonloan, ha (f(z) —1)-bél (x4 1)® kiemelhets, akkor van olyan p(z) = da? + ex + g méasodfoki polinom, amelyre
@) J@) —1= (o + 13 + ex + )

(1)-bél (2)-t kivonva:
2= (z—1)*(a2’® 4+ bz +c) — (x +1)*(da? + ex + g),

vagyis

2=(a—d)z®+(b—-3a—e—3d)z*+ (c—3b+3a—g—3e—3d)z>+
+(=3c+3b—a—-3g—3e—d)z’+ 3c—b—3g—e)xr—c—g

adodik. Az azonossig minden z-re csak gy teljesiil, ha a jobb oldalon
(3) —(c+g) =2,

és a magasabb foku tagok egyiitthatéja nulla, tehat

(4) a=d, b—3a=e+3d, c—3b+3a =g+ 3e+ 3d,
—3c+3b—a=3g9g+3e+d, 3c—b=3g+e.

A (3) és (4) egyenletrendszer 6 ismeretlenes, 6 egyenletbdl allo linearis egyenletrendszer. Az ismert modszerek
barmelyikével megoldva :

A keresett polinomra (1)-bdl
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adodik. Ez a polinom valéban megfeleld, és megoldasunkbol latszik, hogy ez az egyetlen ilyen polinom.

I1. megoldas. Ha (f(x) + 1)-b6l kiemelhets (z — 1), akkor a derivaltja, f'(z), oszthato (z — 1)%-tel. (f(x) — 1)-bol
(x + 1)® emelhet6 ki, tehat derivaltjanak, f'(z)-nek a —1 kétszeres gyoke, tehat f/(z)-bol (z + 1) is kiemelhets. Igy
azt kapjuk, hogy f'(z)-b6l kiemelhetd.

(z—-1)%z+1)?2=@@*-1)2=2—222 +1.
De f(x) 6todfoki, igy f'(x) negyedfoki. Ebbél
fl(x) = A(z? — 222 + 1)
kovetkezésképp
Ax® B 2423

f(l’):T 3

A és C kiszamitasahoz azt kell meggondolnunk, hogy f(z)+1 oszthat6 (x —1)3-nel, tehat f(1)+1 = 0, azaz f(1) = —1.

+ Az + C.

(5) —1=f(1)=§—%+A+C.

Masrészt f(z) — 1 oszthaté (z + 1)3-nel, tehat f(—1) —1 =0, azaz f(—1) = 1.

(6) 1:f(_1):_?+%_A+C,



16 —15
(5) és (6) Osszeadasabol 0 = 2C, azaz C = 0. Ha (6)-bol (5)-6t kivonjuk, akkor _BA = 2, tehat A = e adodik.
Ebbél 5 . 15
f(z) = —§x5 + ZZEB -3

Ez a polinom (és csak ez) megfelel a kovetelményeknek.

ITI. megoldas. Ha f(x) — 1-b6l kiemelhets (x + 1), akkor f(—xz) — 1-bél (—z + 1)3, azaz —(z — 1)® emelhets
ki. Igy (z — 1)® kiemelhets f(z) 4+ 1-bol és f(—x) — 1-b6l, tehat a kettd Gsszegébdl, f(x) + f(—z)-bél is. Hasonloan
kapjuk, hogy f(z) + f(—x)-bol (z + 1)? is kiemelhetd.

Az f(z) + f(—x) polinom is (legfeljebb) 6todfoku, s kiemelhetd beldle (x +1)3 és (z — 1)3, tehat (z 4 1)® (z —1)3
is (mert az (z +1)% és (z — 1) polinomoknak nincs kozds polinom osztojuk). Egy legfoljebb Gtodfoku polinombol csak
akkor lehet kiemelni az (z + 1)*(z — 1) hatodfokt polinomot, ha az azonosan nulla polinomrol van szé. Tehat

(7) f@)+ f(=2) =0, azaz f(z)=—f(-w),
vagyis f(x) paratlan fliggvény.

Legyen f(x) = asx®+asx* +azz® +asr® +ayz+ag. (7) szerint f(0) = — f(0), tehat ag = f(0) = 0. Az asz’azz®+arx
fliggvény paratlan, és paratlan fiiggvények kiilonbsége is paratlan, tehat a

g(x) = ayz® + apx® = f(x) — asz® — aza® — a1z

fiiggvény paratlan. Masrészt g(z) nyilvan paros is, tehat g(—z) = g(z) = —g(—=x), s innen g(x) = 0 adodik. g(x) tehat
azonosan nulla, s igy ay = as = 0, tehat f(z) = a5z’ + azx® + ayz.

f(z) 4 1-b6l kiemelhets (x — 1)*, tehat derivaltjabol, f'(z)-b6l (z — 1)% és f”(x)-b6l (x — 1). Tehat f(1) +1 =
(1) = f"(1) = 0. Ezt behelyettesitve a

0=f(1)=as+a3+a+1,
0= f/(l) = das + 3asz + a1,
0= f”(l) = 20as5 + 6as

3 5 15
egyenletrendszerhez jutunk. Ennek az egyenletrendszernek az a5 = -3 ag =, a1 = Y szamharmas a megoldéasa.
3 5 15
Tehat a feladatnak csak az f(z) = —§x5 + 1:1:3 -g7 polinom felelhet meg, s ez meg is felel.

Megjegyzés. A III. megoldas gondolatmenetével belathato, hogy ha a p(z) polinomfiiggvény paratlan fiiggvény,
akkor a paros foku tagok egyiitthatoja nulla. Ha p(x) péros fiiggvény, akkor a paratlan foku tagok egyiitthatoja 0.



