Adjuk meg az dsszes olyan a1, as,..., a, valds szdmokat, amelyek mellett minden valds x-re
(1) ajcosx +azcos2x + ... +apcoskxr + ...+ a,cosnz =0.

I. megoldas. Bebizonyitjuk, hogy cos kx elgallithato cos = (legfeljebb) k-adfoku polinomjaként. Teljes indukcidval
bizonyitunk. k = l-re az 4llitas nyilvanvalo, k = 2-re kovetkezik a cos 2z = 2cos 22 — 1 Osszefiiggésbol. Tegyiik fel,
hogy cos kxz minden k < m értékre elGall, cos z legfeljebb k-adfokt polinomjaként. Ekkor a

2cos (m — 1)x cos = cos (m — 2)x + cos mx
azonossag alapjan cos ma = 2 cos (m — 1)x cos & — cos (m — 2)x. Itt feltevésiink szerint cos (m — 1)z legfeljebb (m —1)-
edfoku, cos (m — 2)x pedig legfeljebb (m — 1)-edfoku polinomja cos z-nek, tehat a jobb oldal (legfeljebb) m-edfoku
polinomja cos z-nek. Ezzel belattuk, hogy cos ma is (legfoljebb) m-edfoka polinomja cos z-nek.

Ebbdl azonban kovetkezik, hogy a; cos « + ag cos 2z + ... 4+ an—1 cos (n — 1)z elGallithato cos x legf6ljebb (n — 1)-
edfokt polinomjaként. Van tehat olyan legfeljebb (n — 1)-edfokd p(y) polinom, amelyre

p(cos ) = ay cos © + agcos 2x ... + ap—1cos(n—1)x
minden z-re. Ha minden z-re teljesiil (1), akkor
(2) p(cos x) = —ay, cos nx

minden x-re.
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27 —1
COS NT; = COS % =0,
és az Y1 = COS X1, ..., Yj = COS Tj, ..., Yn = COS Ty, értékek paronként kiilonbozdek. Ekkor (1) és (2) szerint
p(y;) = p(cos ;) = —ay cos nz; =0,

vagyis yi, ..., Yj, -- - Yn & p(y) polinom n darab kiilonb6zé gydke. De a p polinom legfsljebb (n — 1)-edfoku, tehét

csak agy lehet n kiillonboz6 gyoke, ha azonosan nulla. Azt kaptuk, hogy
0 = p(cos x) = —ay, cos nx,

amibdl a,, = 0 kovetkezik, hiszen cos nx nem azonosan nulla.

A gondolat (n — 1)-szeri megismétlésével rendre kapjuk, hogy a,—1 = 0, ap—2 =0, ..., a1 = 0. Az ajcos = +
ag cos 2x + ...+ ap cos nx = f(z) fliggvény tehat csak a; = a3 = ... = a,, = 0 esetén lehet azonosan nulla, ekkor
viszont valéban az.

II. megoldas. Bebizonyitjuk, hogy ha valamely a; # 0, akkor az f(z) = aj cos  + agcos 2z + ... + a, cos nx
fiiggvény nem lehet azonosan nulla. Szorozzuk meg e célbol az f(x) fliggvényt cos ka-szel és integraljuk a szorzatot x
szerint nullatol 27-ig. Az f(x) cos kx l-edik tagjanak integralja, ha | # k:
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ami nem allhatna fenn, ha f(z), s ezért f(z)cos kz is minden z-re nulla volna. Ezzel belattuk, hogy ha valamely ay
nem nulla, akkor f(z) nem azonosan nulla. Eszerint aq cos z+ag cos 2, +. ..+ ay cos na csak akkor lehet nulla minden
z-re, ha a; = as = ... = a, = 0. Ebben az esetben viszont valéban minden x-re nulla a széban forgé kifejezés.
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Megjegyzés. Az els6 megoldasban felhasznéalt allitast lényegében a kovetkezs formaban lattuk be: cos kx a cos z-nek
pontosan k-adfoku polinomja. Ha most minden z-re a; cos x4+ ...+ a, cos nx = 0, akkor a; cos x+ ...+ a,—1 cos (n —
1)z = —a, cos nx. Itt a bal oldal legfeljebb n — 1-edfokd, a jobb oldal viszont a; # 0 esetén n-edfokt polinomja
cos xz-nek, ami nem lehet, mivel cos x végtelen sok kiilonbozs értéket vesz fel. Ebbdl kovetkezik, hogy a,, = 0.



