x(1-1g2,5) =2(lg10 — 1g2,5) = x1g4 = 1g4” minden z-re. Egyenletiink tehat ekvivalens az
(1) lg(2° +2—1) =1g4”

egyenlettel. Ha x < 0, akkor 2° —1 < 0, tehat a bal oldalon egy nem pozitiv szam logaritmusa all, ami értelmetlen. Elég
tehat z > 0 esetén vizsgalni a fenti egyenletet. (Ekkor 2* — 1 > 0, > 0, tehat a bal oldal is értelmes.) A logaritmus
fiiggvény szigortan monoton, tehat (1) ekvivalens a

2 4x—1=4" >0

egyenlettel. Atalakitva: 2 — 1 = 2%(2” — 1). Itt 2 > 0 miatt a jobb oldal pozitiv, tehat a bal oldal is, vagyis = > 1. Be
fogjuk bizonyitani, hogy 2% > = minden valés z-re. Ebb6l z > 1 esetén

29(2° —1) > 2%z —1) >2(x—1) >z —1

kovetkezik, vagyis egyenletiinknek nincs megoldéasa.
Hatra van még

(2) 2% > x

bizonyitasa. Ha = negativ, akkor a jobb oldal negativ, a bal oldal pozitiv, tehat (2) igaz. Teljes indukcioval belatjuk,
hogy ha = az [n, n+ 1) intervallumban van, akkor is igaz (2). Ebb6l (2) mér minden z-re kévetkezik. Legyen elsSként
n = 0, x pedig legyen a [0, 1) intervallumban. Ekkor 2% > 2° = 1 > x, tehat (2) igaz. Tegyiik fel, hogy m > 1 egész, és
hogy ha x az [m — 1, m) intervallumba esik, akkor (2) igaz. Essen x¢ az [m, m+ 1) intervallumba ! Legyen o — 1 = z,
ez az [m — 1, m) intervallumba esik, és ezért az indukcios feltevés miatt 2% > x. Tovabba x = 0 miatt

270 = 27F1 — 9.9 — 9T 4 9T > 9% L | > g+ 1 = x,

amit allitottunk. Ezzel (2)-t bizonyitottuk, tehat az egyenletnek valoban nincs gyoke.



