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I. megoldas. Az 22 + 2+ 1 értéke minden egész z-re egész, és nem lehet nulla, mert 2% +z+1 = (33 + 5) +

Tehat beszélhetiink az (2% + = + 1)-gyel valo oszthatosagrol. Vegezziik el az
IBp _|_I3m+1 +$3n+2_|_ — (IBp _ 1) —|—I(:E3m _ 1) +I2($3n _ 1) —|—I2 L4

atalakitast!
Ha r pozitiv egész, akkor

2 —1=(2?)" 1= -1)((@®) '+ (@®) P+ .+ +1) =
=(z—-1)@*+z+ 1)@ 3+, +2>+1),

és ez oszthato (2% + = + 1)-gyel. Ezért oszthato 27 — 1, %™ — 1 és 2" — 1 is (2% + = + 1)-gyel.
Az 237 4 3™ 4 3mF2 gpamot sikeriilt tehat felbontanunk négy (z2 + x + 1)-gyel oszthato szam Osszegére, tehat
6 maga is oszthato (2 + = + 1)-gyel.

II. megoldas. p = m =n =1 esetén
IBp 4 I3m+1 4 $3n+2 — Ig(l 4L+ I2),

ami oszthato (x2 + x + 1)-gyel, ha z egész. Tegyiik most fel, hogy a p, m, n pozitiv egészekre mar tudjuk, hogy ha
x egész, akkor x? + x + 1 osztoja az %P + 3T 4 2372 szamnak. Belatjuk, hogy ha a p, m, n szamok egyikét
eggyel noveljiik, tovabbra is (x? + x 4 1)-gyel oszthat6 szamot kapunk. Ekkor ugyanis az 7 4 23T 4 23772 gzam
megvaltozasa

30+ g = (23— 1) =2 (x - 1) (2 +x+1)

oszthat6 (2 +2+1)-gyel, tehat az 14j szam is oszthaté (2 +z-+1)-gyel, ahol r a p, m és n koziil valamelyik. Nyilvanvalo,
hogy a p = m = n = 1 szamharmasbél tetszéleges p, m, n pozitiv egészekbdl all6 szamhéarmashoz eljuthatunk véges
sok ilyen lépés alkalmazéasaval. p = m = n = 1-re a kiindulasi szam oszthaté (2% + = 4 1)-gyel, és minden lépésben
jra (z° 4+ = + 1)-gyel oszthato szamhoz jutunk, ami a feladat allitasat igazolja.

Megjegyzés. Altalaban is igaz n > 1-re, hogy ha ki, ks, ..., k, nem negativ egészek és x egész, akkor ghm g ghentl g
o 4 2Pt ossthato (14 2 4 ... + 2™ 1)-nel. Ez abbol adodik, hogy az f(x) = z™™ 4 gh2ntt 4 4 ghendn=l
polinom oszthaté a g(z) = 1+x+...+2" ! polinommal. A hanyados a Gauss—féle lemma miatt (1asd A primhatvinyok
egy jellemzésérdl) a h(x) hanyados egész egylitthatos, tehat ha x egész, akkor h(x) is egész, és f(x) = h(z) - g(x). Az
pedig, hogy f(x) oszthato g(x)-szel, kovetkezik Bezout tételébsl (Molnar Emil: Matematikai versenyfeladatok, 493.
old.): g(z)-nek mind az n — 1 (egymaéstol kiilonboz6 és komplex) gyoke f(x)-nek is gyoke, és ekkor Bezout tétele szerint
g osztoja f-nek. Valoban, ha g(a) = 0, akkor 0 = (a — 1) g(a) = (a = D)(1+a+... +a" ) =a™ — 1, igy

fla) =@ +a- (") +. .. +a" o) =1+ a+...+a" 1 =0,



