Legyen a 100 elemd halmaz az 1, 2, ..., 100 szdmok halmaza. Valasszuk ki 6sszes egyelemt részhalmazat, valamint
az {1, 2, ..., n} alaku halmazokat, ahol n = 2, 3, ..., 100. Az igy kivéalasztott 199 részhalmaz teljesiti a feladat
feltételeit. Megmutatjuk, hogy 200 részhalmazt mar nem lehet gy kivalasztani, hogy teljesitse a feladat feltételeit,
tehat a feladat kérdésére a valasz 199.

Altalaban azt mutatjuk meg, hogy egy n elemii halmazbol legfeljebb 2n — 1 részhalmaz valaszthato ki a feladat
feltételeinek megfelelGen. A bizonyitast teljes indukcioval végezziik, n = 1-re ez nyilvan igaz. Tegyiik most fel, hogy az
allitas minden n-nél kisebb természetes szamra igaz, és valasszuk ki egy n elemii H halmazbdl a lehetd legtdbb rész-
halmazt Ggy, hogy a részhalmazok eleget tegyenek a feltételeknek. Nyilvanvald, hogy H szerepelni fog a kivalasztottak
kozott, hiszen ha nem szerepelne, hozza vehetnénk, hiszen minden kivalasztott részhalmaz része H-nak. Bebizonyitjuk,
hogy valodi részhalmazok koziil legfoljebb 2n — 2 szerepelhet. Legyen A az (egyik) legnagyobb elemszamu a kivalasz-
tott valodi részhalmazok kozott, és jeloljiik A elemszaméat a-val. A feltételnek megfeleléen minden tovabbi részhalmaz
vagy része A-nak, vagy tartalmazza A-t, vagy diszjunkt téle. De A-t tartalmazo6 valodi részhalmaz nem lehet, mert A
elemszama maximaélis volt. Tehat a tovabbi kivalasztott részhalmazok kozott kétféle van: olyan, amelyik része A-nak,
s olyan, amelyik diszjunkt téle.

Azok, amelyek részhalmazai A-nak, A-val egyiitt egy olyan részrendszerét alkotjak A-nak, amely teljesiti a feladat
feltételét. A elemszama kisebb n-nél, ezért az indukcios feltétel szerint egy ilyen részhalmaz-rendszerben legfoljebb
2a — 1 halmaz lehet. Az A-t0l diszjunkt részhalmazok szintén teljesitik a feladat feltételét, és mind részhalmazai A
komplementerének, H — A-nak, amely n — a > 1 elemt, mivel A nem iires. Igy (H — A )-bol az indukciés feltevés
szerint legfeljebb 2(n — a) — 1 részhalmazt lehet kivalasztani a feladat kivanalmainak megfelelen. Azt kaptuk, hogy
legfeljebb 2a — 1 olyan részhalmaz lehet, amely A-nak része, és legfoljebb 2(n — a) — 1, amely A-t6l diszjunkt. H-val
egylitt tehat legfeljebb 1+ (2a — 1) 4+ 2(n — a) — 1 = 2n — 1 valdodi részhalmazt valaszthattunk ki, ahogy allitottuk.

Ezzel belattuk, hogy egy n elemt halmazbdl legfeljebb 2n — 1 nem iires részhalmaz valaszthato ki a feladat kiva-
nalmainak megfelelGen.

Megjegyzések. 1. A megoldas elején adott példa nyilvanvaloan altalanosithaté: n elemd halmazbol mindig ki is
véalaszthato 2n — 1 részhalmaz a feladat elGirasai szerint.

2. A bizonyitast végiggondolva megadhatjuk altalanosan az Gsszes olyan 2n — 1 elemd részhalmaz-rendszert, amely
eleget tesz a feladat kovetelményeinek: kivalasztjuk a teljes halmazt, majd minden lépésben tetszélegesen két részre
vagunk egy mér kivilasztott, de még ,fel nem vagott” halmazt, és az igy keletkezett két részhalmazat is kivalasztjuk.
Az eljarast addig folytatjuk, amig minden ,fel nem vagott” halmaz egy elemii nem lesz. Igy, mint kénnyen belathato,
2n — 1 részhalmazt kapunk, ami j6, és méasképp nem kaphatunk 2n — 1 j6 részhalmaszt.

3. A bizonyitas sordn kétszer ,segitettiink magunkon” &ltalanos Gtlettel. ElGszor teljes indukciét hasznaltunk,
maéasodszor az A halmazt {igyesen valasztottuk: azt mondtuk, legyen a lehets legnagyobb. Ezzel a magunk szamara
attekinthetsbbé tettiik a halmazrendszert. Mindkét 6tlet gyakran hasznalhaté kombinatorikai feladatok megoldasaban.



