»zam’-on a feladat szovegében és a megoldas sordn is értelemszertien pozitiv egész szamot értiink.

Adott N > 1 szam esetén jelolje L(N) és K(N) az N szam 4k + 1, illetve 4k — 1 alakd osztéinak a szaméat. Legyen
még D(N) = L(N) — K(N), azt kell megmutatnunk, hogy D(N) > 0. Ehhez sziikségiink lesz a D(N) fiiggvénynek az
alabbi tulajdonsagara:

Ha Nj és Ny relativ primek, akkor

(1) D(Ny - Nz) = D(Ny) - D(N2).

(1) bizonyitasdhoz legyenek Nj és Ny relativ primek. Az N - No paratlan osztoi pontosan azok az nj - ne alakban
irhat6 szdmok, melyekre ny az Ni-nek, ns pedig az No-nek paratlan osztdja. Két paratlan szam szorzata pedig 4-gyel
osztva aszerint ad 1 vagy —1 maradékot, hogy maga a két szam 4-gyel osztva egyforma maradékot ad-e vagy sem.
Ennek alapjan az alabbi 6sszefiiggésekhez jutunk:

(2) L(Ny - N2) = L(N1) - L(Na) + K(N1) - K(N2),

(3) K(Ny-Nz) = K(Ny) - L(N2) + L(Ny) - K(N2).

(2)-bdl (3)-at kivonva éppen (1)-et kapjuk.

A feladat allitasa most méar konnyen addodik a kovetkezGk alapjan. A szamelmélet alaptétele szerint minden szam
egyértelmten felirhat6 kiilonb6z6 primszamok nem negativ egész kitevss hatvanyainak szorzataként. Mivel pedig kii-
16nb6z6 primek hatvanyai egymashoz relativ primek, igy ha N = p{* - p5? ... py», akkor (1) ismételt alkalmazaséaval

(4) D(N) = D(py") - D(p3*) - ...~ D(py™).

Vizsgéljuk most meg D(N) = D(p®) értékét, ahol p prim, « pedig pozitiv egész!

Ha p = 2, akkor D(p®) =1 — 0 = 1, hiszen 2% egyetlen pératlan osztoja az 1.

Ha p paratlan prim, akkor p® osztéi p°, p, p?, . . ., p®. Ezek koziil biztosan 4k+ 1 alaktiak azok, ahol p kitevGje paros
—ha p 4k — 1 alaku, akkor pontosan ezek, egyébként valamennyi. Mivel pedig az a-nal nem nagyobb nem negativ
egészeknek legalabb a fele paros, azért D(p®) > 0.

Azt kaptuk, hogy D(N) nem negativ szamok szorzataként all els, igy maga sem lehet negativ. Ezzel a bizonyitést
befejeztiik.

Megjegyzések. Ha N 4k —1 alaka, akkor kozvetleniil adodik, hogy a kétféle paratlan osztok szama egyenls. Ilyenkor
ugyanis a d — N/d megfeleltetés kolcsondsen egyértelmiien képezi le a 4k — 1 alaka osztok halmazat a 4k + 1 alaka
osztok halmazara.

A bizonyitas alapjan altalaban is jellemezhetjiik azokat a szamokat, amelyekre L(N) = K(N). A (4) felbontas
szerint erre pontosan akkor keriil sor, ha N primfelbontasaban van olyan p® tényezs, melyre D(p®) = 0. Ez pedig
nyilvan akkor és csak akkor igaz, ha p 4k — 1 alaka és a paratlan.

Azokat a szamelméleti fliggvényeket, amelyekre teljesiil (1), azaz a primhatvanyokon folvett értékeik a megoldasban
lathato modon hatarozzak meg Sket, multiplikativ fiiggvényeknek nevezziik. Tobbek kozott ilyen az n szam osztoinak
d(n) szama, o(n) Osszege és az Euler-féle nevezetes p(n) fliggvény is, amely az n-nél kisebb, n-hez relativ prim szamok
szama.



