Bizonyitsuk be, hogy minden a, b, ¢ valds szdmhdrmashoz van olyan egynél nem nagyobb abszolit értékd x szam,
amelyre

(1) |23 + ax?® + bz +c| = 1/4.

Irhaté-e az egyenldtlenségben 1/4 helyett nagyobb szdm?

I. megoldas. a) Jeloljiik az > + ax® + bx + ¢ kifejezést f(x)-szel. Azt allitjuk, hogy tetszéleges a, b, c-re az f(—1),
f(=0,5), f(0,5) és f(1) valamelyikének abszolut értéke legalabb 1/4, tehat a feladatbeli z-et e négy szam egyikének
is valaszthatjuk. Ez utébbi allitdsunk igazolasdhoz nyilvan elegend6 megmutatni, hogy

) FO1+2-1£05)] 42 [F(=0,5)| +7(-1)| 2 (1 +2+24+1) = 5.

Ennek igazolasara tobbszor is felhasznaljuk a tetszéleges p, ¢ szamokra érvényes

P+ al + gl = |p]
egyenl6tlenséget. (2) bal oldalanak elsé és utolso tagjara

l4+a+b+c+|-1+a—b+c =
=24+2b+(-1+a—-b+c)|+|—-14+a—-b+c[>|2+20|

A kozépst tagokra ugyanigy
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(2) bal oldalanak értéke ezek szerint legalabb
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ahogyan allitottuk.

b) A feladat kérdésére tagado a valasz, ennek bizonyitasédhoz elegendd olyan a, b, ¢ szdmokat talalnunk, melyekre
az f(z) = 2° 4+ az® + bz + ¢ abszolut értéke a [—1, +1] intervallumon legfeljebb 1/4. Az a = 0, b = —3/4, ¢ = 0 ilyen
szdmhérmas: —1 < x < 1 esetén
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x 4:10 1 [x+2] (x—1)<0ésx 4;v—|—4 x 5 (x+1) >0,
tehat ebben az intervallumban valéban . 3 1
— < 3_ % < —,
1=T Tty

I1. megoldas. El6szor a feladat méasodik felét oldjuk meg. Ismeretes, hogy cos 3o = 4 cos® o — 3 cos . Ezért ha =
a [—1, +1] intervallumba esik, akkor a-t agy valasztva, hogy « = cosa legyen, a kdvetkezs teljesiil:

|42 — 3x| = |4 cos® a — 3cosa| = | cos3a| < 1.

Kovetkezésképpen a g(z) = 2° — e fiiggvényre a [—1, +1] intervallumon
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vagyis (1)-ben az 1/4 helyébe nagyobb szamot nem lehet irni. (3)-ben egyenlSség 4all, ha = = cosa olyan, hogy
|cos3a| =1, vagyis 3a = km(k = 0, £1, £2, ...). Tehat = az alabbi
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értékek valamelyike, mégpedig g(zo) = g(x2) = —1/4, és g(z1) = g(x3) = 1/4.
Ezek utan a bizonyitando allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy valamely a, b, ¢ szamhéarmasra az f(z) = 2 4azx’+
bx + ¢ polinom értéke a [—1, +1] intervallumon végig kisebb 1/4-nél. Nézziik a h(z) = f(z) — g(x) polinomot! h(z)



legfeljebb masodfoku, kovetkezésképp vagy azonosan nulla, vagy legfeljebb két gyoke lehet. Am indirekt feltevésiink
szerint az | f(xo)|, |f(z1)], | f(x2),] és |f(z3)| mindegyike kisebb 1/4-nél, igy

(o) = F(z0) — glao) > 1 — 9lw) =0,
M) = flo) — (o) < 7 — (o) =0,
ha) = f(2) — glw2) > — — g(2) =0,
h(rs) = f(as) — glas) < 7 — glrs) =0.

h(z) tehat az g, x1, T2 és x3 helyeken felvaltva pozitiv illetve negativ. Igy nem azonosan nulla és kell gyokének lennie
xo és x1 kOzott, x1 és xo kozott, valamint xo és xg kozott is. Ez mar harom (kiilonbozs) gyok volna, ami ellentmond
annak a megallapitasunknak, hogy a h(x)-nek legfeljebb két gyoke van.

Megjegyzés. A masodik megoldasbol az is kiolvashato, hogy ha az n-edfoku
gn() =2" +cp 12" P+ et

polinom a [—1, +1] intervallumban (n + 1) kiilonb6z6 helyen ugyanolyan € >
> 0 abszolut értéki, mégpedig felvaltva hol pozitiv, hol negativ elGjellel, akkor tetszdleges a,—1 ..., a1, ap szdmokra
az

fo(@) =2 +an 12"+ ...+ a1z +ap

polinom abszolat értéke a [—1, +1] intervallumban nem lehet mindeniitt kisebb e-nal.
Azt sem nehéz belatni, hogy

cosne =2""tcos"x — (n+1)-2" 3 cos" %z + ...

Igy ha c¢;-nek a cos’ x egyiitthatoja 2~ (=1 _gzeresét valasztjuk

1
@ 190(0)] < 3o

és ezt az értéket a g, (x) fiiggvény (n + 1) helyen valtakozo elGjellel veszi fel. Tehat tetszoleges ai, ag, ..., an—1
szamokhoz van olyan legfeljebb 1 abszolut értékd z, amivel
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Ezt az egyenl6tlenséget ugyis fogalmazhatjuk, hogy ha a [—1, +1] intervallumon az 2" fiiggvényt akarjuk kozeliteni egy
legfeljebb (n — 1)-edfoku polinommal, akkor a hiba valahol 2~("~Y vagy annél nagyobb lesz. (4) szerint (g, (z) — z™)
a lehets legjobban kozelit, és az is konnyen adodik, hogy ez az egyetlen. g,(x)-et egyébként mdsodfaju Csebisev-
polinomnak nevezik, sok tovabbi érdekes és fontos tulajdonsaga is van.



