Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szdmra

(1) {‘/ﬁ<1+\/g.

Megoldas: Foltehetd, hogy n > 2, hisz n = 1-re az allitas nyilvanvaléan igaz. Emeljiik (1) mindkét oldalat n-edik
hatvanyra. Az alapok pozitivak, igy az alabbi, (1)-gyel ekvivalens egyenlétlenséget kapjuk:

(2) n<<1+\/g>n,

(2) jobb oldalat a binomiilis tétel szerint kifejtve kapjuk, hogy:

n 2 n
2 n 2 n 2 n 2
1 — = 1 — - e -
) < * \/;> * (1) <\/;> + (2) <\/;> et (n) < n)
Mivel n > 2, (3) jobb oldala legalabb 3 tagbol all, igy nem nd, ha csak az elsé 3 tagjat hagyjuk meg, hiszen minden
tag pozitiv. Eszerint

(4) <1+\/g>nz1+<?> %+<Z’>< %)2_1+x/%+(n—1)_n+\/%.

n+ v2n > n miatt (4)-bol kovetkezik a bizonyitando (1) egyenlétlenség.

Megjegyzések. 1. A fenti bizonyitasban lényeges volt az n = 1 eset megkiilonboztetése, hisz a mésodik rész gondo-
latmenete ekkor nem alkalmazhatoé.

2. Belatjuk, hogy fennall a bizonyitandénal élesebb
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egyenlGtlenség is. Az ezzel n > 2 estén ekvivalens ﬁ > /n egyenl6tlenséget bizonyitjuk. A bal oldalon a nevezt
T —

gyoktelenitve:
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A kapott egyenlSség jobb oldaldn n — 1 darab pozitiv szdm szdmtani kozepe all. E szamok mértani kdzepe épp v/n,

ahonnan —
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3. Az f(x) =1+

1 1
= >\/n+ — > /n, és épp ezt akartuk bizonyitani.
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— g% (z > 0) fliggvény vizsgalatabol is kideriil, hogy 2% < 1+ — minden pozitiv valés z-re.
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