I. megoldas. A feladat elsé részének megoldasahoz jelolje Fy, Fy, F. az A, B, ill. C cstcsbol induld szogfelezs és
az ABC haromszog koré irt kor masodik metszéspontjat. Jelolje «, 8, v a haromszog szogeit (1. dbra).
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1. dbra

BF, = OF,, mert az OBF, haromszog F,-nal fekvs szoge v (az AB iven nyugvo keriileti sz6g), O-nal fekvs szoge
a+ 3 _a+pg o
5 =

+ B, vagyis megegyezik a BOF, szoggel. Jelolje T az OB szakasz felez6pontjat, A; pedig legyen az O pont vetiilete a

pedig az ABO haromszog két belst szogének dsszegével, -vel egyenl6. Ezek szerint OBF, <t = 180° —~

BC szakaszon. Ekkor az OA,C és az OTF,, derékszogl haromszogek hasonloak, hiszen C-nél, ill. F,-nal v/2 szog van.
A megfelels oldalak aranyat felirva: OT : OA; = OF, : OC. Szorozzuk mindkét oldalt 20A; - OC-vel, és hasznaljuk
fel, hogy 20T = OB, OA; = p, ekkor a kovetkezs egyenlGséghez jutunk:

OB -0C =2¢-OF,.
A feladat elsg allitasanak bizonyitasdhoz tehat elég belatni, hogy

(2) OA-OF, = 2rp,

mert (1) és (2) szorzatabol éppen a kivant egyenlGséget kapjuk.
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2. abra

(2) bizonyitasdhoz jeloljik K-val az ABC haromszog koré irt kor kozéppontjat és @Q-val BF, felez6pontjat (2.
abra). A KF,B haromszog egyenl6 szartu (KF, = KB = r), és a K-nal levs szoge a, hiszen BKC< = 2a, és F,
felezi a BC ivet, tehat K F, felezi a BKC' szoget. QK szogfelezs a K F, B haromszogben, tehat BK Q< = «/2. Jelolje
most O vetiiletét AB-n C;. Az AC10 derékszogi haromszogben C1 AO< = «/2, kovetkezésképp ez hasonldé a KQB
haromszoghoz. A megfelels oldalak aranyat felirva: OA : BK = OC : BQ. Itt BK =r, OC; = ¢ és BQ = BF, /2.
Tehat 2BQ - BK-val végigszorozva kapjuk, hogy BF, - OA = 2rp. Lattuk, hogy BF, = OF,. Ezt beirva éppen (2)-t
kapjuk.

A feladat masodik részének bizonyitasahoz felhasznaljuk a szdmtani és a mértani kozép kozt fennalld egyenlGtlen-
séget, tovabba az ismert 2p < r egyenl6tlenséget (ami pl. (2)-bdl is kovetkezik, . a megjegyzést a megoldas utan):

OA+ OB +0C
3

Egyenl6ség akkor 4ll fenn, ha OA = OB = OC és 2p = r. Mindketts pontosan akkor all fenn, ha a beirt és koré
irt kor kézéppontja egybeesik, vagyis ha a haromszog szabalyos.

> VOA-OB-0C = {/40%r > /803 = 2.

I1. megoldas. Az (1) Ssszefiiggést trigonometria segitségével bizonyitjuk. Irjuk fel kétféleképpen a BCO haromszog
teriiletét:

97 = OC - OB sin (90%%) ZOB-OC-COS%,

2T = BC-p=2rsina -9 = 4rgsin%cos%.

Felhasznaltuk, hogy BOC< = 180° — % - g =90° + %

A ketts Osszevetésébsl OB - OC = 4rpsin %.

A C1AO derékszogl haromszogben O A sin %(: OC1) = o. A fenti egyenlSséget ezzel Osszeszorozva és sin%(;«é 0)-

val osztva éppen az (1) egyenl&séget kapjuk.

Megjegyzés. A felhasznalt 20<r egyenl6tlenség bizonyitasa legegyszertibben ugy torténik, hogy tekintjiik az ABC
haromszog Feuerbach korét, s ennek meghizzuk az AB, BC, ill. C'A oldallal parhuzamos érint&jét. Az igy létrejove
A'B'C’" haromszog hasonlé az ABC haromszéghdz, mert szdgei egyenldk, a hasonlosag A ardnya nem kisebb 1-nél.
Mésrészt A’ B'C’ beirt kore éppen az ABC haromszdg — r/2 sugarti — Feuerbach-kore. Kovetkezésképp /2 = Ao 2 o.
Egyenl6ség pontosan akkor van, ha a Feuerbach-kor egybeesik a beirt korrel, vagyis a haromszog szabalyos.
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3. dbra



(2)-b6l azonban tobb is kovetkezik: segitségével bebizonyitjuk FEuler hires tételét a beirt és koriilirt kor ko-
zéppontjanak tavolsagarol, amely szerint OK? = = 72 — 2rp. Ehhez elég O-n keresztiil merclegest allitani OK-
ra (3. abra), a merGleges messe a haromszog koré irt korét az M és N pontban. Egyrészt OM = ON, tehat
OM - ON = OM? = KM? — OK? = r? — OK?, masrészt az O pontnak a korre vonatkozo hatvanya éppen
OM -ON = OA - OF, = 2rp. Ebbél 12 — OK? = 2rp, ahogy allitottuk.



