I. megoldas. Tegyiik fel a feladat allitasaval ellentétben, hogy a fenti egyenletnek x1, z2 és x3 harom kiilonbo6z6
valés gyoke. Mint ismeretes, ez esetben a gyokok és egyilitthatok kozotti dsszefliggés alapjan

T + 20 + 23 = —4,

T1To + xox3 + x3201 = 6.
Az els6 négyzetébdl a masodik haromszorosat kivonva
2 2 2
T] + x5 + 23 — T1T2 — Tox3 — T3T1 = —2.

A bal oldalt atalakitvas: )
5((1‘1 - ,’E2)2 + ({EQ - ,’E3)2 + (,’Eg - {El)z) = 2.

Ez azonban lehetetlen, hiszen a bal oldalon harom valos szam négyzetsszegének a fele all, ami nem lehet negativ. Ez
bizonyitja, hogy az 2% + 422 + 6x + ¢ = 0 egyenletnek nem lehet harom (kiilonbo62z6) valos gyoke.

I1. megoldas. Az f(x) = 2+ 42”4 62+ ¢ fiiggvény értelmezési tartomanya az egész szamegyenes. f(z) mindeniitt
derivalhato, és derivalt fliggvénye,

) ) 4\* 2
fl(x)=32"+8x+6=3 x—i—g +§’

minden valés szamra pozitiv. Ebbdl kiovetkezik, hogy az f(z) fiiggvény az egész szamegyenesen szigorian monoton
novekszik. Szigorian monoton fiiggvény minden értéket, koztiik a 0-t is, legfeljebb egy helyen vesz fel. Az f(x) fiigg-
vénynek tehat legfeljebb egy (valos) nullhelye van, ami bizonyitja a feladat allitasat.

II1. megoldas. A fenti f(x) fiiggvényrdl bizonyitjuk, hogy az egész szamegyenesen szigortian monotonan novekszik:
Azt kell belatnunk, hogy ha a > 0, akkor

flx+a)> f(z),

azZaz
(z+a)* +4(z+a)*> +6(z+a)+c>a*+42% + 62 +c.

Rendezés utédn az egyenlétlenség ezt az alakot olti:
a[3z® 4+ (3a + 8)x + a®* + 4a+ 6] >0, ha> 0.

Elég tehat belatnunk, hogy a szogletes zarojelben pozitiv szadm all. Ez pedig a teljes négyzetté kiegészités modszerével
konnyen adodik:

2 2 2
3a+8> +3a +823a +8>

3x2+(3a+8)x+a2+4a+6:3(;v+ 5 D 5 2

2
= >0.
3

Ezzel bebizonyitottuk, hogy az f(z) fliggvény szigoruan monotonan novekszik.

Megjegyzés. Egy harmadfoku (valds egyiitthatos) polinomnak vagy harom valos gyoke van, vagy egy; minden gyokot
annyiszor szamitva, amennyi a multiplicitasa. (Utobbi esetben a masik két gyok két komplex szam, amelyek egymésnak
konjugaltjai.) Az I. megoldasbol latszik, hogy esetiinkben pontosan egy valos gydk van, a mésik ketté komplex. A II.
és III. megoldéasbol ez még nem kovetkezik azonnal, hiszen el6fordulhatna, hogy egy haromszoros gyok van.

Tekintsiik altalaban az 2> + az? + bz + ¢ = 0 egyenletet. Az I. megoldas gondolatmenete azt adja, hogy ha
a® — 3b < 0, akkor ennek az egyenletnek ¢ minden értéke mellett csak egy gyoke van. Ha a® = 3b, akkor pedig vagy
egy valos gyok van, vagy harom azonos gyok. Belathaté az is, hogy ha a® — 3b > 0, akkor van olyan ¢ szam, amelyre
harom valos gyoke van az egyenletnek. A II. és ITI. megoldas az altalanos esetben azt adja, hogy ha a? < 3b, akkor
az f(x) = 2® + ax® + bx + ¢ c tetszéleges értékére szigortian monoton novekvs fiiggvénye z-nek. Belathato, hogy ha
a® > 3b, akkor ez semmilyen c-re nem igaz.



