El6rebocsatunk két segédtételt.

L. Hasonlo hdromszégek izoperimetrikus hanyadosa egyenld.

Ha ugyanis a hasonlésag aranya 1 : A\, akkor a mésodik haromszog keriilete A-szorosa az elsé haromszog keriiletének,
a masodik haromszog teriilete pedig A%-szerese az els6é haromszog teriiletének, igy valoban
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2. Ha egy hdromszdg egyik belsé szoge 120°-ndl nagyobb, akkor ezt a sziget kézrezdrd oldalak kozil az egyikhez
hozzdaadva a mdsik oldal felét, a kapott dsszeg kisebb, mint a harmadik oldal.
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Ennek igazolasara tekintsiik az F'GH haromszdget, melynek F-nél levé ¢ szoge 120°-nal nagyobb, vagyis ¢’ = 180° —
¢ < 60° (1. abra).
Legyen H' a H csics merdleges vetiilete a GF egyenesen, tovabba K az FH' félegyenesen az a pont, amelyre
FK = FH/2. Ekkor
FK = FHcos60° < FH cosy' = FH’,
és igy
h+3=GF+FK<GF+FH =GH' <GH = f.

ahogyan allitottuk.

Most ratériink a feladat allitasanak igazolasara. Jeloljiikk O-val a DE egyenesnek AB-vel valo metszéspontjat, ez a
feltevések szerint A és B kozott van. Nagyitsuk az ABE haromszoget az O centrumbol gy, hogy F képe D legyen,
tovabba jeloljiik A és B képét ebben a nagyitasban V-vel, ill. Z-vel.
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Ekkor a VZD héaromszog izoperimetrikus hanyadosa a hasonlosag miatt (1.segédtétel) egyenls az ABE haromszog
izoperimetrikus hanyadosaval, igy elegendd belatnunk, hogy az ABD haromszog izoperimetrikus hanyadosa nagyobb,
mint a VZD haromszdg izoperimetrikus hanyadosa.

Jelolje m a haromszogek kozds magassigat, tovabba vezessiikk be a BD = a, AD =b, AB=d, DZ =v, DV =
z, AV = x és BZ = y jeloléseket. Ezek felhasznalasaval a bizonyitandé allitas a kdvetkezd alakot olti:
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Maéas formaban:
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Az ABC haromszog szabalyos voltabol kovetkezik, hogy az ADV haromszog A-nal levs belss szoge, valamint a BDZ

x
haromszog B-nél levs belsé szoge nagyobb 120°-nal, ezért a 2. segédtétel szerint z > b+ 3 és v>a+ % , igy

a+b+d < a+b+d
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Az ABD héaromszogben d > a és d > b, mivel az a és b oldalakkal szemben 60°-nal kisebb szogek, a d oldallal szemben
viszont 60°-nal nagyobb szog fekszik. Ha tehat az 1-nél kisebb pozitiv k tortben a + b + d helyére 3d-t irunk, akkor a
szamlalot és a nevez6t ugyanannyival noveljiik, igy a tort értéke is névekszik. Ezért
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Most visszatériink (1)-hez. Ha sikeriilne belatnunk, hogy atalakitasunk utan is teljestil
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ezzel a feladat allitasat igazolnank. Ez viszont egyenértékd a kovetkezdvel:

(d+%(x+y)>2 >d(d+z+y),

itt pedig a bal és a jobb oldal kiilénbsége
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tekintve, hogy x > 0 és y > 0.
Végiil igazoljuk a kozben felhasznélt
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pey ha ¢g>p>0 é x>0
q qT

egyenlGtlenséget. A jobb és a bal oldal kiilonbsége

(¢=p)z
q(q + x)
tehat az atalakitas helyes volt.
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