1. Jeloljiik a D-b6l és A-bol kiindulé magassag talppontjat az ABC, ill. BCD lap sikjan E-vel, ill. F-fel. Allitjuk:
ha a DFE és AF magassagok egy M pontban metszik egymést, akkor a kiindul6 csticsokat 6sszekots DA él merdleges
a vele szemben fekvg BC' élre.
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Ennek az allitasnak a bizonyitasaban ismételten felhasznaljuk az egyenes és sik merglegességének a tartalmét, ti. hogy
ilyen kolesonds helyzet mellett az egyenes merdéleges a sik minden egyenesére. Eszerint DE L BC, mert BC benne van
az ABC sikban és hasonléan AF 1 BC. Igy a DE, AF metsz6 egyenespar altal meghatarozott DAM sik merdlegesen
all a BC egyenesre, tehat a DAM-beli DA egyenes is merGleges BC-re, amint allitottuk.

Az itt emlitett DAM sik csak akkor nem volna egyértelmiien meghatarozva, ha M rajta volna az AD egyenesen —
amit ekkor AM-mel is, DM-mel is jelolhetnénk. Ekkor azonban vagy E volna azonos A-val, és igy (az AF magassag
révén) M is azonos volna veliik, vagy pedig F' és M volna azonos D-vel. Az utobbi valtozat azonban csak bettizésben
kiilonbozik az el6bbitél. Marmost, az A és E pontok egybeesésével eleve azt tennénk fel, hogy DA merGleges az ABC
sikra és benne a BC-re. Eszerint a kivételes esetben nem marad mit bizonyitani.

2. A feladat foltevése szerint a tovabbi BG és C'H magassagok is metszik DE-t, ezért az el6bbiekben AF szerepét
BG-nek, majd C'H-nak atadva, azt kapjuk, hogy a vizsgaland6 tetraéderen egyszersmind DB | AC és DC 1 BA is
teljesiil, azaz mind a harom ko6zos cstcs nélkiili élpar elemei merglegesen allnak egymasra.

3. Jeloljiik marmost M;-gyel a térnek azt az egyértelmiien meghatarozott pontjat, amelyre
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Ekkor feladatunk a_zt> bizonyitani, hogy M; azonos az ABCD tetraéder feltételezett magassagpontjaval. Elég ehhez
azt belatni, hogy DM meréleges az ABC sikra, vagyis hogy M; rajta van a DE magassagvonalon. Ugyanis (1)-ben
D-vel egyenértékd szerepet tolt be A is, B is, C is, ezért akkor M; a tovabbi magassagvonalakon is rajta lesz, tehat
azonos a tetraéder M magassagpontjaval. Az (1) szerint
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errdl kiilon-kiilon belatjuk, hogy meréleges a B? és BA vektorokra. Ekkor ugyanis DM mer6leges az ABC sikra is.
—
Kiszémitjuk a DM, - B? skalaris szorzat 2-szeresét:

2DM, - BC = (OC' + OB + OA — OD)(OC — OB) = (0C* — OB+
+(OA - OD)(OC — 0B) = 0C? — OB? + DA - BC.

—
Az eredmény 0, mert OC = OB, a koriilirt gomb sugarai, masrészt a DA és E@ vektorok elére bizonyitott merdleges-
sége folytan skalaris szorzatuk 0.

—
Szamitasunkban C szerepét A-val folcserélve DM, L B—/i adodik. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. Az allitas bal oldalan all6 vektornak kivétel nélkiil minden tetraéderben van értelme. Erdemes
tehat megvizsgalni, mi az OM vektor M végpontjanak a jelentése barmely tetraéderre nézve. A valasz: M az O
kozéppont tiikkdrképe az S silypontra nézve, hiszen
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2. Nem hidbavalé idénként megemliteni, hogy S-ként itt is els6sorban annak a tomegpontrendszernek a silypontjara
gondolunk, amikor az A, B, C, D cstucsokba egyenld pontszerd tomegeket helyeziink el. Ugyanez érvényes a haromszog,
vagyis a ,,haromcstcs” sulypontjara is.

Meg lehet azonban mutatni, hogy homogén anyaggal kitoltve a tetraédert, a haromszoget, e fizikai testnek — lapnak
— ugyancsak S-ben van a stlypontja.

3. Sokan felhasznéltak, hogy az ilyen an. ortocentrikus tetraéder esetén a tetraédernek létezik a haromszoghoz
hasonléan Fuler-egyenese, azaz O, M és a tetraéder .S silypontja egy egyenesbe esik, tovabba S felezi az OM szakaszt.
Az ilyen megoldasok azonban csak akkor kaptak pontot, ha feltiintették, hogy hol talaltdk meg a tételt.



