Két esetet kiilonboztetiink meg: a) n paratlan, b) n paros.
a) Irjuk fel n-et n = 2k + 1 alakban! Ekkor

5" —1=5%* _1=5.25 -1 =5(25"-1) + 4.

Az d* — V% = (a—b)(a* 1 +a*2b+... + 1" 1) azonossag alapjan 25 — 1 oszthato 24-gyel, és igy 8-cal is, tehat 5" — 1
néggyel oszthatod, de 8-cal mar nem. Ezért n = 3 esetén nem lehetséges, hogy 2" | (5" — 1).Az egyediil fennmarado
lehetGség n = 1, ez valéban megoldas is.

b) ITrjuk fel n-et n = 2%m alakban, ahol m paratlan egész. Az a®> — b?> = (a — b)(a + b) azonossag ismételt
alkalmazaséaval kapjuk, hogy

52 1= BT oy = (52T )Y (5 ) = =
=X DGE T ) G DB+ D™+ 1)(5™ — 1).
Tetszéleges pozitiv egész i-re 5° + 1 paros, de 4-gyel nem oszthato, hiszen i = 1-re 5°+1 = 6, i = 2-re pedig (5i +1) 26-
tal egyenls. Eszerint szorzatunk elss k tényezdje paros, de 4-gyel nem oszthato szam. Az a) eset vizsgélatanal lattuk,

hogy 5™ — 1 néggyel oszthato, de 8-cal mar nem, igy 2¥+2 | (5" — 1), de 2¥*3 (5" — 1). Tehat 2" | (5" — 1) akkor és
csak akkor teljesiil, ha

(1) 2"m <k +2.

k > 3 esetén 28 > k + 2, igy csak a k = 1 és k = 2 esetek johetnek szoba. Ha k = 1, akkor (1)-b6l 2m < 3, azaz
m = 1, és ekkor n = 2. Ha pedig k = 2, akkor (1)-b&l 4m < 4, és igy m = 1, n = 4. Koénunyen ellendrizhets, hogy ezek
valéban megoldésok.

Osszefoglalva: 2" | (5™ — 1) csak n = 1, 2, 4 esetén teljesiil.



