I. megoldas. A feladatot koordinata-geometriai modszerrel oldjuk meg. A koordinata-rendszer kezdGpontja legyen
a parabola tengelypontja, az y-tengely a parabola szimmetriatengelye. , Felfelé nyitott” parabolat vizsgalunk, ennek
egyenlete :
L o,

y:%Ia

ahol p > 0, a parabola paramétere. A parabola fokusza az F(O; g) pont, vezéregyenese az y = —g egyenletd egyenes
(1.abra).

1. dbra

Egy, a parabola sikjaban fekvé egyenest akkor tekintiink a parabola érintGjének, ha a parabolaval egyetlen kozos
pontja van, és nem parhuzamos a parabola tengelyével. A vizsgalt parabola érint6i nem lehetnek tehat parhuzamosak
az y-tengellyel, ezért az érinték egyenlete y = ma + b alakban irhato.

Legyen a vezéregyenes egy tetszoleges, de rogzitett pontja K (a; —g) A K pontra illeszked6 érinték egyenlete ilyen

alaku lesz:
y=mle—a) -2,
2
ahol m-et kell meghataroznunk.
Az érintének a parabolaval egy kozos pontja van, ezért az
L s p
2p:v =m(xz — a) 5

vagyis az
z? — 2pma + 2pma+p*> =0

méasodfoku egyenlet diszkriminansanak zérusnak kell lennie :
4p*m?* — 4(2pma + p*) = 0.

Ennek alapjan a két érinté meredeksége :

1 1
mlzg(a—\/aQ—i-pQ) és mQ:]_?(a_'— a? + p?).

1
A Py, P, érintési pontok x koordinatajat az egyenlet kétszeres gyoke, x = pm adja, y koordinatajat pedig y = 2—:1:2
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Py [a—\/a“rpz; 5 (2a2+p2—\/a2+p2)},
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P, [a + Va2 + p?; 2—(2a2 + p? + 2a+/a? +p2)} .
P



A P, P, egyenes egyenlete az (x2 — 21)(y — y1) = (y2 — y1)(z — x1) séma szerint
1 2
2va? +p? [y - %(2& +p° —2a\/a? +p2)] = f\/a2 +p?r — (a — va? + p?)].
xz = 0 esetén, tekintve, hogy /a2 + p2? # 0:

1
y= 2—(2a2 + 9%~ 20/a® 4 p%) — S(a— a® ¥ p?) = g-
p p
Ezzel igazoltuk, hogy a fokuszpont illeszkedik a P1P2 egyenesre.
Bobdk Emese (Jaszarokszallas, Solymosi I. Gimn., III. o.t.)

II. megoldas. Bebizonyitjuk, hogy a parabola egy tetsz6leges P pontjabol a fokuszhoz hizott vezérsugar és a P
pontbol a vezéregyenesre bocsatott merdleges szogét felez6 egyenes érinti a parabolét.

Legyen P a parabolanak egy tetsz6leges pontja. P-b6l a v vezéregyenesre bocsatott merdleges talppontjat jelolje
G, a parabola fokuszpontjat F' (2. abra).

2. abra

Belatjuk, hogy az PFG< szogfelezGjének semelyik P-t6l kiilonb6z6 @ pontja nem lehet a parabolan.

Mivel az F'PG< sohasem 0, az F'PG< szogfelez§je nem parhuzamos a parabola tengelyéve], és ennek megfelelGen
nem mersleges a vezéregyenesre. A szogfelezén ezért P az egyetlen pont, amelynek meréleges vetiilete a vezéregyenesen
G.

Az FPG< szogfelezGje egyuttal az F'G szakasz felez6 mer6legese is, hiszen a parabola definici6ja szerint PF = PG.
Igy a szogfelezs tetszoleges @ pontja ugyanakkora tavolsagra van F-t6I, mint G-t6l, de a szogfelezén csak a P pont
van ugyanakkora tavolsagra G-t6l, mint a vezéregyenestol.

Ezek utan a feladat megoldésa mar kénnyen adoédik. Tekintsiik a parabolanak egy, a vezéregyenest K-ban metszé
érintGjét (3. dbra).




Mivel K az érintén van, KG = KF. A PFK héromszog ezért egybevagd a PGK héaromszoggel. Ebbdl kovetkezik,
hogy PFK< = PGK< = 90°, vagyis a vezéregyenes K pontjabol a parabolahoz hiizott érinté P érintési pontjat F-fel
0sszekots egyenes merdleges a K F' egyenesre. Mivel ez igaz a K pontra illeszkedd masik érintére is, az érintési pontok
és a fokuszpont valoban egy egyenesen vannak.

Tranta Bedta (Miskolc, Foldes F. Gimn., IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. Néhany dolgozat a (0;1) pontot tekintette az y = 2 parabola fokuszanak, egyuttal az y = —1
egyenest hasznalta fel mint vezéregyenest. Latszolag bebizonyitottak az allitast egy al-fokuszra és &l-vezéregyenesre.
Kozelében jartak a kovetkezd tételnek.

Jeloljon e egy a vezéregyenessel parhuzamos, rogzitett egyenest, E ennek egy tetszbleges pontjat, T és T az E-bol
htzott érinték érintési pontjat, végil G a T1T egyenesnek a tengelyen levs pontjat. Ekkor G dllandd pont, éspedig
rajta van e-nek a csucsérintdre valo tiikorképén (4. abra).
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4. dbra

Legyen a parabola y = 22, ekkor érint6jének iranytényezéje az (21, :v%) pontban 2x;, az érint6 egyenlete y — :v% =

221 (x — x1). Legyen a9 # x1, az (x2,23) pontbeli, y = 2zo2 — x3 egyenlett érint, ez az elbbit az x = (x1 + 2)/2
abszcisszan metszi. Ezt tekintjiik E-nek, ordinataja zixs.

Végiil a T1 T, egyenes egyenlete (y — 27)(z2 — 1) = (3 — 23)(x — 21), ennek pedig az x = 0 abszcissz4ju pontjahoz
az y = —x1xe ordinata tartozik.

Ha e azonos a vezéregyenessel, akkor G azonos a fokusszal.

2. Kapcsolatba hozhatjak az érdeklédsk az elbbieket a kovetkezGkkel. Jelolje a T1Ts har felez6pontjat H, az EH
szakasz felez6pontjat K. Ekkor K rajta van a parabolan és EH parhuzamos a tengellyel.



