I. megoldas. 1. Azt varjuk, hogy a salypontnak a beirt korre valo illeszkedése alapjan valamilyen Osszefiiggés
irhato fel a haromszog alkalmas alkot6 részei kozott. Elgkészitésiil ilyet keresiink; a szokasos jeldléseket hasznaljuk.

A beirt kornek az AB, BC, C'A oldalon levé Cy, A1, B; érintési pontjai a kort harom ivre osztjak, valasszuk ugy a
betiizést, hogy az S sulypont az A;-et nem tartalmazd B1Cy iven legyen. Mas szoval — a kort atlatszatlannak tekintve
— S az A cstcsbol lathato, B-bol és C-b6l nem lathato. Jeloljiik a kor és az AAy silyvonal masodik kdzos pontjat
U-val, ez tehat az SAg szakaszon van. Legyen tovabba AC < AB, igy A1C < ApC, tehat Ay az AgC szakaszon van,
esetleg Agp-ban.

A

Kétszer alkalmazzuk a szel6—érinté tételt, el6bb az A, majd az Ag-bol kifuto félegyeneseken levs szakaszokra:
AS - AU = AB?, AoS - AgU = AgA2.

(Felirhatjuk ezeket az ASB;y és AB1U, illetve AgUA; és AgA1S haromszogparok hasonlosaga alapjan is.)

Ismeretes, hogy AB; = (b+ ¢ —a)/2, hasonléan ApA; = AgC — CA; = a/2—(a+b—2¢)/2 = (c—b)/2(= 0).
Legyen még AgU = u és AgA = d, ekkor AgS = d/3 és AS = 2d/3, hiszen S harmadolja AAp-t ; mésrészt az ACDB
paralelogramma oldalai és atloi kozti Osszefiiggés alapjan

4d? = 2% 4+ 262 — a2,

(ez is ismert Osszefligges). Mindezekkel
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végiil
(1) 5(a® 4 b* 4 ¢*) = 6(ab + ac + be).

Ezzel 6sszefliggést kaptunk mindazon haromszogek oldalai kézott, amelyekben a beirt kor dthalad S-en, tekintet
nélkil jeloléseink kezdeti megvalasztésara, hiszen a megkiilonboztetett szerepid a oldal itt egyenrangtnak bizonyult
b-vel és c-vel.

Az a = 2rsina stb. Osszefiiggések alapjan (r a koriilirt kor sugara) a kérdéses tulajdonsagu héaromszogekben
nyilvanvaléan ez is teljesiil:

(2) 5(sin? o + sin” 8 + sin? 4) = 6(sin asin 5 4 sin a siny + sin Fsin ).
2. Legyen most mar v = 120°, tehat siny = v/3/2 és a + § = 60°. Behelyettesitéssel és dtrendezéssel

15
5(sin a 4 sin ) — 16 sin asin 8 + i 3v/3(sin a + sin §) = 0.

@
A kovetkezo atalakitasokkal az x = cos ismeretlenre kapunk egyenletet:
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2sinasin 8 = cos(a — ) — cos(a + B) = <2cos2 a;ﬁ — 1) - %7

végiil
) 63

2
Diszkriminansa pozitiv: 720 = (12v/5)°, gySkei valosak és ellentett elGjeltiek, feladatunkban csak a pozitiv gyok

értelmezhetd:
12v/5 — 33

22 ’



amibél a < B figyelembevételével
a—p
2

= —10°,4275.
a+p

Ezt — = 30°-hoz hozzdadva, ill. belSle levonva:

a=19°5725 (=19°34"),
B =40°,4275 (= 40°26'),
a feladat kérdésére megadtuk a valaszt.
Megjegyzések. 1. Tobben észrevették, hogy az a, b, ¢ oldalakra megallapitott (1) Gsszefiiggés megtalalhato lapunk
egy régebbi palyazatanak eredménybeszamolojaban K. M. L. 34 (1967) 205—212. oldal.
2.T6bb megoldas hivatkozott a kovetkezs tételre:
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ahol O a beirt kor kdzéppontja és ¢ a sugara. (Lasd pl. Szikszai Jozsef: Haromszoggel kapcesolatos feladatok koordiné-

tageometriai megoldasa, Kozépisk. Szakkori Fiizetek, Tankonyvkiado, Bp., 1977. 39. oldal.) Esetiinkben OS = p, tehat
35% = 2(a® + b* + %), ebbdl is kiadodnék a fonti (1), de annak kialakitasa nélkiil is ratérhetiink a szogek szamitasara.

3. A felhasznalt 6sszefiiggések szokatlansaga nem kinélt szdmitasos modot az eredmény ellendrzésére. Szampéldaban
azonban mindig rendelkezésre all az eredmény mérethd megrajzolasa, a jelen esetben hozzéértve a kort és az S pontot
is. Ez az eljards — a rajz kis pontatlansigai ellenére — kialtéan megmutathatta volna, hogy a tobb dolgozatban is
szerepls 11°,5 és 48°, 5 eredmény hibas; ezekkel OS kozel 2, 59-val egyenld.

II. megoldas. A koordindta-geometria modszereivel elGszor a haromszognek a v = 120°-0s sz0gét bezard a és b
oldalait szamitjuk ki, hosszegységnek valasztva a beirt k kor o sugarat. Legyen k kozéppontja az origd, a C' csics az
tengely negativ felén, A a tengely alatt, igy B folotte.

‘y}k. B

A

CO felezi a v szOget, tehat a CB oldalegyenes irdnyszoge 60°, C A-¢ —60° és a cstcsok, majd ezekbdl az S sulypont

koordinatéi:
A —l‘i‘_, _@ , B __2_|_g7 a_\/§ ,
V32 2 V32 2
C(—l, O), S(_l+a+b, (a—b)\/§>.
V3 V3 6 6

S koordinatai kielégitik a beirt kor — az egységkor — egyenletét:

< 2 a+b>2+3(a—b)2 _,

_EJF 6 36 ’




alkalmasan atrendezve
(3) (a+b)* —2v3(a +b) — 3ab+3 = 0.

C-b6l a korhoz hiuzott érintGszakaszok hossza egyfelsl C A’ = 1/v/3, masfelsl az ismert Ssszefiiggés szerint (a + b —
¢)/2, egyenl6seégiikbol ¢ = (a + b) — 2/+/3, és a cosinustételnek c-re valo alkalmazaséval

9 \2
a+b— =) =a®+b*+ab,
(++0-35)

AZAZ
(4) 3ab—4V3(a+b) +4=0.

Ezt (3)-mal egybekapcsolva egyenletrendszert kapunk az a és b oldalak Gsszegére és szorzatara mint ismeretlenekre.
Kikiiszoboljiik a szorzatukat:
(a+b)* —6vV3(a+b)+7=0,

a+b=3V3+2/5  (=9,668, ill. 0,724).

Innen csak a nagyobb gydkst hasznalhatjuk, hiszen a +b > 2-CA' = 2/\/§ > 1.
Most méar (4) alapjan

32+ 8v15
ab = % (= 20, 9939)
ennélfogva a és b a kdvetkezd masodfokud egyenlet gydkei:
32 +8v15
u? — (33 + 2V5)u + % =0.

Legyen a < b, ekkor

a,b

3V/3 13+4v15 (3,293,
5 12 6,375.

Végezetiil az OAB’, ill. OBA’ derékszogt haromszoghol

a AB / B /
Ctg§_0B’_b_CB’ ctgg—a—CA,

o =19°,57, B = 40°,43
(amibdl oo + B8+ v = 180° ). Ezzel befejeztiik a megoldast.

Szuhai Erike (Miskole, Kossuth Gimn., IV. o. t.)
Megyesi Gabor (Szeged, Sagvari E. Gyak. Gimn., L. o. t.)
Megjegyzés. Tobb bekiilds hasonlo lépésekkel a-ra és b-re szimmetrikus (més néven reciprok) egyenletre jutott, és

1
azt — szokdsosan — az x + — = y 0 ismeretlenre attérve oldotta meg, két szakaszban, az ismert médon.
x

A fontiekben sikeriilt megkeriilniink ezt, mi is felhasitottuk egyenletiinket két mésodfokira, és az a +b < 1
megoldasokat eleve kizartuk.



