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Legyen az A és B pontok tavolsaga /ab/c, s legyen C a siknak az a pontja, melyre az ABC haromszog szogei
éppen z, y, illetve z (1. abra).

b
Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy a =2 b 2 ¢, s igy “© >
c

v

1. dbra

Vegyiik fel az AC félegyenesen a K pontot ugy, hogy AK = \/ac/b, s a BC félegyenesen az L pontot gy, hogy
BL = +/bc/a legyen. Vilagos, hogy K az A kézépponti, v/ac/b sugara koron, L pedig a B kdzéppontu, y/bc/a sugara
koron van. Elséként a K L tavolsagot hatarozzuk meg. Ehhez vegyiik észre, hogy a I?g vektor a ﬂ, /ﬁ , Bj vektorok
Osszege, ahonnan

KI? = (KA+AB + BL) = KA? + AB® + BL® + 2K A - AB+

+2KA-BL +24B - BI.

—
Az itt szerepld harom skalaris szorzat értékét konnyen megkaphatjuk, hiszen a KA és zﬁ vektorok szoge 180° — z, az
AB és ﬁ szoge 180° — y, végiil ﬁ és K A szoge 180° — z, tovabba a vektorok hossza is ismert. Igy

(1) KL? = KA? + AB*> + BL?> ~2KA - AB - cosx—
—2AB-BL-cosy —2BL-KA-cosz,
amibél
b b
(2) 2acosx—|—2bcosy+20cosz:a—+%+—C—KL2,
c a

Igy a kérdéses kifejezés a maximumat akkor veszi fel, amikor a K L tavolsag a minimumat. Ha most a fenti két kor
metszi egymast, azaz

3) \/§<\/;+\/E

vagy Vabe-vel mindkét oldalt leosztva 1/c¢ < 1/a+ 1/b, akkor K és L is eshet a metszéspontba, tehat a KL tavolsag
minimuma 0, és (2) alapjan az acosx + bcosy + ccos z maximuma

1<ab ac bc>
(Z2+Z4+2).
2\ ¢ c a

b b

Ha viszont (3) nem teljesiil, akkor a K és L pontok tavolsadga mindig t&bb, mint 4/ @ % —1/ —C, azaz acos T +
c a

bcosy + ccos z mindig tobb, mint

2
l a_b+%+@_ a_b_ %_ @ =a+b—c
2\ ¢ b a V e b Voa N ’
de ezt az értéket akdrmennyire megkdzelitheti.

Weisz Ferenc (Mohacs, Kisfaludy K. Gimn., IV. o. t.)

Megjegyzés. Az (1) Osszefliggeést vektorokra valé hivatkozas nélkil is megkaphatjuk. Legyen D az a pont, amelyre
K LBD paralelogramma.



2. dabra

Ekkor, a cosinustétel alapjan (2. dbra)
2KA-AB-cosz = KA? + AB? — KB?,

2AB - BL - cosy = AB? + BL? — AL?,
2BL-KAcosz =2DK -KA-cosz=DK?+ KA? — AD?,

Igy (1) igazolasahoz azt kell megmutatnunk, hogy
(4) KL?=KB? + AL> + AD* — (AB? + KA? + BL?).

Jeloljiik S-sel a K LBD paralelogramma kdzéppontjat. Felhasznalva, hogy minden paralelogrammaban az oldalak és
az atlok négyzetOsszege megegyezik, tovabba hogy AS sulyvonal a K AB, valamint LAD haromszogekben, kapjuk,

hogy
4AS* =2AB? + 2AK? — KB?,
4AS? =2AL? +2AD?* — LD?,
2KIL?+2BL? =LD? + KB>.

Az els6 Osszefliggest a masodik és harmadik Gsszegébdl kivonva éppen (4)-et kapjuk.



