Tekintsiik a pozitiv racionélis szdmoknak a kovetkez6 H részhalmazat: H-ban minden ilyen szam benne van, kivéve
az 1 és 1/2 szamokat. Allitjuk, hogy H teljes.

Valéban ha p/q € H, akkor p/(p+q) és q/(p+ q) is pozitiv racionéalis szam. Tovabba mivel sem p, sem ¢ nem nulla,
azért, ez utobbi szamok egyike sem 1. Méasrészt p # g (mert 1 ¢ H), tehat p/(p+ q) és q/(p+ q) egyike sem 1/2, s igy
ezek H elemei.

A keresett r racionélis szamok nem lehetnek H-ban, hiszen maga H mutatja, hogy ezekre a mondott feltétel nem
teljesiil. Igy r-nek legfeljebb két értéke lehet: 1, és 1/2, allitjuk, hogy ezek jok. Mivel egy T teljes halmazra 1 € T

1
esetén =3 € T is teljesiil, elegend6 megmutatnunk, hogy ha 1/2 benne van egy T teljes halmazban, akkor

1+1
minden 0 és 1 kozotti raciondlis szam is benne van.

Legyen tehat T tetszsleges teljes halmaz, és tegyiik fel, hogy 1/2 € T. Az n-re vonatkozo teljes indukcioval latjuk
be, hogy minden 1 £ k < n-re a k/n tort eleme T-nek. n = 2-re ez a feltevésiink alapjan igaz. Tegyiik fel, hogy T

n
tartalmaz minden n-nél kisebb nevezGjt, 0 és 1 kdzé esS raciondlis szamot. Ha 3 vagy A eleme T-nek, ebbsl
n

mar kovetkezik, hogy k/n € T. Mivel ezek egymads reciprokjai, az egyik kisebb 1-nél, és mivel mindkett§ nevezGje
kisebb n-nél, benne is van T-ben. Ez igazolja allitasunkat.



