A 2012. évi Kiirschak Jo6zsef Matematikai Tanuléverseny feladatainak megoldasa

1. Az ABC hdromszég A-val, illetve B-vel szemkozti hozzdirt kéreinek kozéppontjait jelolje J 4, illetve Jg. Hizzuk
meg a korilirt kor egy olyan PQ hirjdt, amely pdrhuzamos az AB oldallal, tovabbd metszi az AC és BC oldal-
szakaszokat. Az AB és C'P egyenesek metszéspontja legyen R. Bizonyitsuk be, hogy

JAQJp<t + JaRJIp<t = 180°.

Megoldas (Gyarmati Maté megoldasa alapjan).
A BCQ< és BAQ< azonos iven nyugvo keriileti szogek, BAQ< és PQ A< valtoszogek, valamint PQA< és PC A<
szintén azonos iven nyugvoé keriileti szogek.

Innen
BCQ<« = BAQ< = PQA<« = PCA«
adodik. Ezen kiviil RAC< = BQC<, hiszen ABQC hurnégyszog. Tehat RACA ~ BQCA, hisz két-két szogiik

egyforma, igy CRA<t = CBQ< is teljestil.
Legyenek B’ és Q' rendre a B, illetve @ pontok tiikorképei a J4Jp egyenesre. Vilagos, hogy

JpAJa<t = JgAC<+ CAJ4< = %(RAC<1 + CAB<) = % -180° = 90°

és hasonloan ) .
JpBJa< = JgBC< + CBJs<t = 5(ABO<I +CBS<) = 3 180° = 90°,

ahol S a CQ és AB metszéspontja. A tiikrozés miatt tehdt Ja, A, B, Jp és B’ egy koron (JaJp Thalesz-korén)
vannak. Ezen kiviil Jp és J4 egyardnt rajta vannak az ABC haromszog C-nél 1év6 kiilsé szogfelezGjén, ezért a B csics
B’ tiikorképe az AC egyenesre illeszkedik. Kordbban lattuk, illetve a tiikrozés miatt RCA< = QCB< = Q'CB’'«, igy
R, C és Q' is egy egyenesre esnek. Ezek szerint

RAB'<«= RAC< = BQC« = B'Q'C<« = B'Q'R«,

tehat az R, A, Q' és B’ pontok is hirnégyszoget alkotnak.

A JgABB' és RAQ' B’ korok hatvanyvonala AB’, a Jg ABB' és Jg RJ 4 korok hatvanyvonala pedig J4Jg. E harom
kor hatvanypontja pedig a két hatvanyvonal metszéspontja, C. Tehat a C pont hatvanya az RAQ'B’ kérre |OR| - |CQ'|,
és ez megegyezik a JoR.Jp korre vett hatvannyal. Mivel R az utébbi koron fekszik, @Q'-nek is illeszkednie kell e korre,
tehat JaRJpQ' hirnégyszog. Innen

180° = JARJp< + JaQ' Jp<t = JaRJp< + JaQJp<,

és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk.

Megjegyzés. A feladat allitasa akkor is teljesiil, ha a PQ harrol nem tessziik fel, hogy metszi az AC és BC oldalszakaszokat.
Ez az altalanositas t6bb, egymaéastol lényegesen nem kiilonb6z6 eset gondos vizsgalataval a fentiekhez hasonloan igazolhato.
A bizottsag nem kivanta ezzel terhelni a versenyzéket, ezért dontott a specialis eset kittizése mellett.

2. Jeldlje E(n) azn pozitiv egész szam 2-es szamrendszerbeli felirisdban az 1-esek szamdt. Nevezzink egy n pozitiv
egész szamot érdekesnek, ha n oszthaté E(n)-nel. Bizonyitsuk be, hogy

(a) nem lehet 5 egymds utdni pozitiv egész szdm mindegyike érdekes, tovdabbd, hogy

(b) végtelen sok olyan n pozitiv egész szém van, amelyre az n, n+ 1 és n+ 2 szamok mindegyike érdekes.



Megoldas. (a) Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy létezik 5 egymast kovets, érdekes pozitiv egész szam. Ezen
szamok kozt bizonyosan van két olyan egymast kovets szam (mondjuk n és n + 1), hogy az n szam 2-es szamrendszerbeli
felirasa 01-re végzddik: n = ...015. Ekkor az (n + 1) = ...10, ezért E(n) = E(n + 1). Mivel n és n+ 1 egyarant
érdekesek, E(n) | nés E(n) = E(n+ 1) | n+ 1 miatt E(n) | (n + 1) — n = 1 teljesill, tehat E(n) = 1. Ezért n = ...01s-
b6l n =1 kovetkezik. Ekkor ugyan n + 1 = 2 még érdekes, de n + 2 = 3 mar nem az, tehat nem létezik 5 egymaést
kovets érdekes pozitiv egész szam. (Negativ szamokat is megengedve létezik 6t egymast kovetd érdekes szam: —2,
—1,0, 1, 2.) Egyuttal azt is igazoltuk, hogy ha az n, n + 1, n + 2 és n + 3 pozitiv egészek mindegyike érdekes, akkor
azn =...10s.

(b) A fenti bizonyitasbol kitiinik, hogy ha olyan n-t keresiink, amire az n, n + 1 és n + 2 szimok mindegyike érdekes,
akkor n +2 = ...00y vagy n+ 2 = ...01s. Foglalkozzunk azzal az esettel, amikor n + 2 = ...005. S6t: tegyiik fel,

hogy
n+ 2 =...10000o,

azaz n + 2 oszthat6 16-tal, de 32-vel nem.

Legyen a = E(n + 2). Ekkor n + 1 = ...01111, és n = ...011102, tehat
En+1) =a+3, E(n)=a+2,igy a+2|n é a+3|n+1, valamint a | n+ 2. Ezért olyan (minél kisebb) a-t
keresiink, amire az a, a + 2 és a + 3 szamok koziil legfeljebb csak a-nak és (a 4+ 2)-nek lehet 1-nél nagyobb kozos oszto-
ja, és az sem lehet t6bb 2-nél. Eppenséggel az a = 2 ilyen szam, ahhoz azonban, hogy ez megoldast adjon, az kellene,
hogy a + 2 = 4 | n teljesiiljon, ahol n 4+ 2 = 10...0100002. Ez pedig lehetetlen, ugyanis n = ...105. Ezért a kovetkez6
lehetGséggel, a = 4-gyel probalkozunk. Ekkor n 42 = 28 + 2% 4 2% 4 9% ahol t; >ty > t3 > 4. Az n ésn+1
érdekességébdl adodnak a E(n) =6 | nés E(n+1) =7 |n+ 1 feltételek.

Az 2z :=n+2—16 =n — 14 = 2" 4+ 22 4 2% jelslést bevezetve azt kapjuk, hogy = 6 (mod 7), z = 4 (mod 6)
teljesiil, és t3 >4 miatt = 0 (mod 32). Ennek a kongruenciarendszernek kell tehat olyan x» = 2 + 2f2 4 2's
alaki megoldasat keresniink, amelyre ¢; > t2 > ¢3 > 4. Nem nehéz megoldani a szimultdn kongruenciarendszert
sem (az £ = 4 (mod 6) helyett z = 1 (mod 3) kongruenciat hasznalva), de az ujjainkon szamolva is célt ériink.
A keét els6 kongruencia az x = 34 (mod 42) kongruenciaval ekvivalens. A t3 > 4 feltétel azt jelenti, hogy 2° | x, tehat
az x = 34 + 42k alaka szamok koziil csak 160, 160 + 42 - 16 = 832, ... jon szoba. A 160 = 101000002 még nem jo,
de a 832 = 1101000000, mér igen. Tehat n + 2 = 2% + 2% + 26 4+ 2% = 848 és valoban: az n = 846 = 1101001110
valasztassal F(846) = 6 | 846, E(847) =7 | 847 és E(848) = 4 | 848.

A most talalt érdekes szamharmas segitségével pedig tgy kaphatunk végtelen sok megoldést, ha észrevessziik, hogy
3120 —16s7]2%—1, tehat

m(j) = 20467 4 98+65 4 o6+6i | 94

valasztassal ‘
E(m(j) —1) =7 | m(j) — 1= (25 — 1) - 832 + 847

E(m(j)—2) =6 | m(j) —2 = (2% — 1) - 832 + 846.
(Az E(m(j)) = 4| m(j) pedig nyilvan teljesiil.)

Megjegyzések. 1. A (b) rész megoldasdhoz nem tartozik hozza, hogyan is talaltuk meg a végtelen sok példat. Természetesen
az is teljes értékd megoldas, ha valaki csak az utols6 bekezdésben megadott szamharmasokra bizonyitja be, hogy azok érdekes
szamokbol allnak. (Utobbit nem nehéz megtenni). Természetesen a mintamegoldasban egyuttal azt is jelezni kivantuk, hogyan
lehet talalni ilyen szamharmasokat.

2. A (b) rész megoldasanak elején miért csak azt vizsgaltuk, ha n + 2 binaris alakjaban a két utolso 0 el6tt még két 0 all?

Nos azért, mert ha n4+2 = ...1002 lenne, akkor n+1 = ...0112 és n = ...0102, vagyis E(n) = E(n+2) | (n+2) —n =2,
tehat n+2=2"+4és 3| n+1=2"4 3, ami lehetetlen.
Hasonloan, ha n + 2 = ...10002, akkor n + 1 = ...01112, n = ...00102, igy a = E(m) jeloléssel E(n+1) = a+ 2 és

E(n) = a + 1-nek adodik, 4m ez a mintamegoldasbelinél nagyobb a-ra vezet. (Egyébként van ilyen megoldas is, ezek legkisebbike
n+2 = 2360 = 2" + 2% + 25 + 2 + 2% ahol tehat a =4 és 6 | 2358 = 1001001101102, 7 | 2359 = 1001001101115 és
512360 = 1001001110003.)
3. Ha a (b) részben az n-et n = ... 115 alakban keresnénk, akkor hasonlo gondolatmenettel még kisebb megoldast is talalnank:
n = 623-ra 7 | 623 = 10011011115,
4624 = 10011100002 és 5 | 625 = 10011100012 . Innen pedig 7 | 2'* — 1 és 5 | 2'* — 1 miatt kapunk végtelen sok (m(5) — 1, m(5), m(j) + 1)
érdekes harmast, ahol m(j) = 27712 4 261127 | 954127 | ot
4. A feladat (a) részét kiegészitG természetes kérdés persze ugy hangzik, hogy a pozitiv egészek kozott eléfordul-e vajon
végtelen sokszor négy egymast kovets érdekes szam. A vélasz igenls: a legkisebb ilyen négyes a

6| 6222 = 11000010011102, 716223 = 1100001001111,
46224 = 1100001010000 és 5| 6225 = 11000010100002 .

Innen a fentiekhez hasonloéan kaphatunk végtelen sok m(j) — 2, m(j) — 1, m(j), m(j) + 1 érdekes szamnégyest, ahol m(j) =
Q12127 | ol1H127 | 964127 4 ot A 6222 szam megtaldlasa pontosan ugyanolyan lépésekkel torténhet, mint a 846 vagy a 623
szamokeé, csak valamivel tobb szamolast (és igy tobb id6t) igényel, tovabbi emlitést érdemls Gtletre azonban nincs sziikség. Ez
hat a magyarazata annak, hogy a bizottsag a feladat (b) részében a természetesen ad6donal egy konnyebb kérdést tizott ki.



5. A (b) részben hasznalt 6tletek nélkiil is nagyon koénnyen lathato, hogy végtelen sok olyan n van, amire n és n+ 1 is
érdekes. Ugyanis minden n = 2° + 4 jo, ahol t > 2 péros, hiszen E (2" +4) =2 2" +4 és E(2" +5) = 3| 2" + 5. Vannak példak
paratlan n-nel is, a legkisebb az n = 115 = 1110011>.

6. Az b alapt szamrendszerben a feladatbelihez hasonloan definialt szamokat a szakirodalom b-Niven szamokként emliti.
A 10-Niven szamokat réviden Niven-szamoknak (vagy Harshad-szamoknak) hivjak. Helen Grundman publikalta 1994-ben, hogy
legfeljebb 2b egymast kovets b-Niven szam létezhet, és Cai bizonyitotta 1996-ban, hogy végtelen sokféleképp talalhato 4 egy-
mést kdvets 2-Niven szam, illetve hogy a 3-Niven szamok kozott is végtelen sok egyméast kovets hatos 1ép fel. Tudhaté még,
hogy az egymast kéveté nem-Niven szamok sorozata tetszSlegesen hosszu lehet, illetve hogy hany (10-)Niven szam van x-ig

14
(DeKoninck-Doyon tétele szerint aszimptotikusan cli, ahol ¢ = o log 10 ~ 1,1939).
ogx

1
3. Tekintsink n eseményt, amelyek mindegyikének valdszinisége 3 tovdbbd barmelyik kettd egyiittes bekidvetkezé-

1
sének valdszinisége 1

1
(a) Igazoljuk, hogy annak a valdszinisége, hogy egyik sem kévetkezik be, legfeljebb panE
n

(b) Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan n természetes szam létezik, amelyre megadhatok az események oly mddon,

hogy pontosan T legyen annak a valdszinidsége, hogy egyik sem kévetkezik be.
n

1
Megoldas. Jelolje ezt az n eseményt Aq, As, ..., A,, ekkor 1 < i < n esetén P(A;) = 3 tovabba 1 < ¢ <

j < mnesetén P(A4,NA;) = i teljestil. Legyenek Bj,..., By olyan paronként diszjunkt események, melyek koziil
alkalmasak uni6jaként mindegyik A; elGallithato, és azt is tegyiik fel, hogy mindegyik B; szerepel legalabb az egyik A;
eléallitasaban. (Ilyenek példaul az A} N...N A!, alakban el6allé események, ahol A, vagy az A; eseményt, vagy annak
komplementerét jeloli, és legalabb egy i-re A, = A; teljesiil.) Definialjunk minden 1 < i < n esetén egy (a1, a2, . - -, aix)
vektort, ahol a;; = 1, amennyiben B; szerepel A; elGallitasaban (vagyis B; C A;), killénben pedig a;; = 0. Legyen
1 <j <k esetén P(B;) =p;. Ekkor annak valoszintsége, hogy az Ai,..., A, események koziil legalabb az egyik
bekovetkezik: p = py + - - - + pi.
Tekintsiik a kovetkez6 mennyiséget:

S = pi(an + an +"'+an1)2 +"'+pk(a1k+a2k+"'+ank)2-

Koénnyen meggondolhatjuk, hogy

=P+t P42 P(AimAj):g+n(n4—1):n(n4—|—1)_

1<i<j<n

Most a stlyozott szamtani és négyzetes kozepek kozti egyenlGtlenség segitségével alulrdl becsiiljiik S értékét:

pl(all+a21+"'—|—an1)—|—---+pk(a1k+a2k+...+ank)

S
—_ Z =
p p
_P(A)+-+PA) _n
p 2p’
1 2
amibsl "D g Z— és igy p > %
n
Ez azt jelenti, hogy annak a valdsziniisége, hogy az Ai,..., A, események koziil egyik sem kovetkezik be, legfel-
1
jebb ——.
Ie n+1

A feladat (b) részének igazolasahoz legyen n = 2' — 1, ahol ¢ tetszdleges pozitiv egész szam. Dobjunk t-szer egy
szabalyos pénzérmével, és a dobasok halmazanak tetszGleges nemiires H részhalmazéra legyen Apy az az esemény,
hogy a H-beli dobésok kozott paratlan sok fej van. Megmutatjuk, hogy ez az n esemény kielégiti a feltételeket.
Legyen el6szor H a dobasok halmazanak egy nemdiires részhalmaza, és legyen h € H. Képzeljik ugy, hogy a h dobéas

torténik utoljara. Ha a H \ {h}-beli dobasok koziil paratlan sok lett fej, akkor = valoszintiséggel lesz a H-beli dobasok
koziil is paratlan sok fej (ha a h dobéas iras), ha pedig a H \ {h}-beli dobasok koziil paros sok lett fej, akkor szintén
1 1

3 valoszintiséggel lesz a H-beli dobasok kozott paratlan sok fej (ha a h dobés fej). Ezért P(Ay) = 3 Legyenek most

Hy és Hs a dobasok halmazanak kiilonb6z6 nemiires részhalmazai. Feltehetjiik, hogy példaul Hy Z Hs, vagyis létezik
h1 € Hy \ Hs. Legyen hy € Ho. Képzeljik tgy, hogy a h; dobas az utolso, a ho pedig az utolso el6tti. Akarmi is

a hy, ho el6tti dobasok eredménye, a hy dobas utan — valoszintséggel lesz a Ha-beli dobasok kozott paratlan sok fej,
és a Hy-beli fejek szdman a h; dobas mar nem véltoztat. A hy el6tti dobasok eredményétdl fiiggetleniil, az utolso,

1 1
hy dobas utan pedig 3 valoszintséggel lesz a Hp-beli fejek szama paratlan. Ez azt jelenti, hogy P(Hy N Hy) = 1 Az



Ap események koziil akkor nem kovetkezik be egyik sem, ha az 6sszes dobas eredménye iras, ennek a valdszintsége

pedig TR Ezzel a feladat (b) részét is igazoltuk.

Megjegyzés. Tetszbleges paratlan n-re megadhat6é n olyan esemény, amelyek teljesitik a feladatbeli feltételeket gy, hogy
pontosan valoszintséggel nem kovetkezik be egyik sem. Legyen ugyanis n = 2k + 1, és tegyiik fel, hogy az eseményeink
n

koziil mindig pontosan k + 1 kovetkezik be, rdadasul barhogyan is valasztunk ki k 4+ 1 eseményt, azok egyiittes bekdvetkezésének

k! E!
valdszintisége pontosan p = SREIA Ekkor az A; esemény bekovetkezésének a valoszintsége
2k (2k)! - K!- K! 1
P Az = . = = -,
(4:) <k> P= w2 @Rt~ 2

illetve az A; és A; események egyiittes bekovetkezésének valoszinidsége ¢ # j esetén

1
T k=1 K-2-(2K)! T 2.2k 4

2k —1 2k — 1) - k! k! k
P(AimAj)<k_1>' = ( )

Annak a valoszintisége pedig, hogy egyik esemény sem kovetkezik be éppen

L _, . CR+DV-EEL 0 2k41
E+1 N (k+1)!-K-2-(2K)! 2-(k+1)
2k+1 1 1

T % +2 2%+2 ntl



