2
11. Tegyiik fel, hogy n és 2n kézétt nincs primszdm. Mutassuk meg, hogy akkor ( n) nem lehet nagyobb, mint
n

2n-nek annyiadik hatvdinya ahdny primszdm van v 2n-ig, megszorozva a 2n/3-ig terjedd primszdamok szorzatdval.
2n
Megoldas: Nézziik meg, hogy milyen primszamok szerepelnek ( ) primtényezds felbontasdban.
n
2n
A 10. feladat szerint a —és n kozé esé primszamok nem szerepelnek a felbontasban, a feltétel szerint pedig n és

. 2 2
2n k6zott nincsenek primszamok. Igy < n> felbontasaban csak ?n—nal kisebb primszamok szerepelnek. Ezeket osszuk
n
két csoportras:

2
a) a Vv2n-nél kisebb primszamokra, ezek ( n) felbontésaban szereplé hatvanyainak szorzata legyen Ny,
n

2n
b) a vV2n és a 3 kozé es6 primszamokra, ezek hatvanyainak szorzata legyen Na.

. 2
Igy a fentiekbdl kovetkezik, hogy (:) = N1 Ns.

2n

A 8. feladat szerint minden ( ) felbontasaban szerepls primszamhatvany kisebb 2n-nél. Igy, ha a v/2n-nél kisebb

n

primszamok széma r, akkor \/N; < (2n)".

2
A 9. feladat szerint a v2n és ?n kozé es6 primszamok a felbontésban legfeljebb elsé hatvanyon szerepelnek, tehéat

2n
N3 nem lehet nagyobb, mint az 6sszes v 2n és — kozé es6 primszamok szorzata: Ns.

2
Tehat (') = NNy < (2n)" - N,
n

amivel az allitast igazoltuk.

12. Mutassuk meg, hogy n > 14 esetén n-ig legfeljebb g — 1 szdmu primszam van.

Megoldas: Az allitast teljes indukcioval igazoljuk.
1 15
A 14-ig és 15-ig terjed6 primszamok szama egyarant 6 = CEn 1és < 5 = 1, és igy n = 14-re és n = 15-re a tétel

fennall.
Tegyiik fel, hogy valamely K szamra mar tudjuk, hogy fennall a tétel. Bebizonyitjuk, hogy ekkor K + 2-re is fennall.

K
Legyen K-ig a primszamok szama (K ). Feltétel, szerint 7(K) < 5~ 1.

K +1 és K + 2 koziil az egyik paros szam, tehéat csak a mésik lehet primszam. K + 2-ig a primszamok szama tehat
legfeljebb 1-gyel nagyobb, mint K-ig, vagyis a feltétel felhasznalasaval:

K K42
W(K+2)§W(K)+1<3—1+1:T+_1.

Ezek szerint mivel a tétel 14-re igaz, kovetkezik, hogy minden tovabbi paros szamra is igaz és mivel 15-re igaz, igaz
minden nagyobb paratlan szadmra is, tehat 14-t6l kezdve minden szamra.

2
13. Mutassuk meg, hogyha n legaldbb 5, akkor ( n) kisebb, mint 4",
n

10
Megoldas: Az allitast teljes indukcidval igazoljuk. n = 5-re igaz a tétel, mert ( 5 ) =252 < 4%,

2k
Legyen valamilyen k-ra igaz a tétel, vagyis ( A > < 4%~1_ Bebizonyitjuk, hogy ekkor k 4 1-re is igaz a tétel. Ehhez

2k 2(k+1
nézziik meg, hogy < A >—b()l hogyan kapjuk meg < (k—:_l )) -et

2k +1)\  (2k+2)(2k +1)(2k)(2k —1)... (k+2)
<k+1) 1-2... (k+1)

k) 2k — 1) ... (k+2)(k+1) (2 +2)(2k + 1)

1-2...(k+1) (k+1)
B (2k> (2k +2)(2k + 1)
-\ k (k+1)



k4 2)(2k+1)  _2k+1
VT R 12 k+ 1 Kr1) <"
2(k+1) 4 2k
' k+1 k
2k 2(k+1
A feltétel szerint < 4F=1 tehat (k+1) < 4*,
k k+1

Ezzel allitasunkat igazoltuk.

14. Mutassuk meg, hogyha egydltalan van n és 2n kozott primszam, akkor az ilyen primszdmok szorzata kisebb,
mint 4" L.

2 2
Megoldas: Az n és 2n kozotti primszamok szorzata kisebb ( n) -nél, mert n és 2n kozotti primszamok ( n)
n n

szamlalojaban szerepelnek, nevezGjében nem igy az egyszertsités utan is megmaradnak, tehét (2:) -nek, mely egész
szam, az n és 2n kozotti primszamok osztoi, de altaldban ezenkiviil még méas torzsszamok is.

Mivel a 13. feladatnal megmutattuk, hogy (2:> < 4™ igy az n és 2n kozé es6 primszamok szorzata még inkabb
kisebb 4"~ 1-nél.

15. Jeloljiik Py, -nel az n szamig terjedd primszdmok szorzatdt. Mutassuk meg, hogy P, < 4".

Megoldas: A tételt az el6z6k felhasznalasaval teljes indukcioval bizonyitjuk, elGszor csak paratlan szamokra.
n=3ra2 3=6<4% tehat igaz az allitas. (Igaz n = 2-re is.)

Tegyiik fel tehat, hogy az egyenl6tlenséget igazoltuk mar a paratlan szamokra egészen 2k — 1-ig. Bebizonyitjuk,
hogy ekkor 2k + 1-re is fennall.

Valasszuk szét a 2k+ 1-nél kisebb primszamok szorzatat a k+1-ig terjed6 primszamok szorzatara, és a k+1 és 2k+1
kozotti primszamok szorzatara. Az utobbirol a 14. feladatbol tudjuk, hogy kisebb 4¥-nal. A k + 1-ig terjeds szamokra
viszont az indukcios feltevés szerint mar tudjuk, hogy szorzatuk 4%+1_nél kisebb. E kett&bol viszont kovetkezik, hogy
az Osszes 2k + 1-ig terjed6 primszamok szorzata kisebb, mint a fentiekbdl kapott gRHL gk — 42RHL ek,

Ezzel allitasunkat teljes indukciéval igazoltuk paratlan n-ekre. Ha n > 2 péros, akkor nem primszam s igy n-ig
ugyanazok a primszamok fordulnak el6, mint n — 1-ig, ami mar péaratlan, igy a bebizonyitott tétel szerint ezek szorzata
legfeljebb 4"~ 1, vagyis kisebb 4"-nél, amit bizonyitanunk kellett.

2
16. Tegyiik fel, hogy n és 2n kézétt nines primszdm. Mutassuk meg, hogy akkor ( n) nem lehet nagyobb, mint
n

Von ., 2n
(2n) 2 473 feltéve, hogy n > 100.
Megoldas: A 11. feladatban lattuk, hogyha n és 2n k6zott nincs primszam, akkor

& (2") < (2n)" N,

n

2n
ahol r a v2n alatti primszdmok szdma, N3 a v2n és 3 kozé es6 primszamok szorzata. Mivel r szamu primszam van
V2n v
[ 1< 2n
2 - 2
nemcsak a v2n és 3 kozotti primszamok szorzatat vessziik, hanem minden ?—nal kisebb primszam szorzatat. Ez a

[\/ Qn] -éig is, igy a 12. feladat megoldasa azt adja, hogy r < — 1. Ns-at pedig noveljiik akkor, ha

2n .
15. feladat alapjan nem lehet nagyobb 43 -nal. Igy az (1) egyenl6tlenségben (2n)" N3 mindkét tényezGje helyett egy,
legalabb ugyanakkora szamot irva, kapjuk, hogy

\/ﬁ 2n
<2n> <(2n)2 473
n



