Elsé nap

1. feladat. Tekintsiik az ABCD konvex négyszoget. A P pont az ABCD belsejében van. Fennallnak az alabbi,
ardnyokra vonatkoz6 egyenlGségek:

PAD<« : PBA<: DPA<«=1:2:3=CBP<«: BAP<: BPC«.

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezs harom egyenes egy ponton megy at: az ADP< és a PCB< szog bels6 szogfelezGje
és az AB szakasz felez6merGlegese.

2. feladat. Az a, b, ¢, d valés szamok olyanok, hogy a >b>c¢>d > 0és a+ b+ ¢+ d = 1. Bizonyitsuk be, hogy

(a+2b+ 3¢+ 4d)a®bccd® < 1.

3. feladat. Adott 4n kavics, amelyeknek a sulya rendre 1,2, 3, ..., 4n. Mindegyik kavics n szin koziil az egyik szinnel
van kifestve; mindegyik szinbdl négy kavics van. Mutassuk meg, hogy a kavicsokat el lehet rendezni két kupacha ugy,
hogy mindkét alabbi feltétel teljesiiljon:

e A két kupac Gsszsulya azonos.

e Mindegyik kupac minden szinbdl két kavicsot tartalmaz.

Masodik nap

4. feladat. Adott egy n > 1 egész szam. Egy hegynek egy lejtGjén n? allomas van, csupa killonb6z6 magassagon.
Két felvonotarsasiag, A és B mindegyike k felvonot iizemeltet; mindegyik felvonoval egy allomésrol egy magasabban
fekvs allomasra lehet eljutni (kozbiilsé megallas nélkiil). Az A tarsasag k felvonojanak k kiilonb6z8 kezdSpontja és
k kiilonbo6z6 végpontja van, és magasabbroél indulé felvon6é magasabbra is érkezik. Ugyanezek a feltételek teljesiilnek
B-re. Azt mondjuk, hogy egy felvondtarsasag dsszekdot két allomast, ha a lejjebbi dllomésrél indulva el lehet jutni a fel-
jebbire az adott tarsasag egy vagy tobb felvondjat hasznalva (nincs megengedve semmilyen mas mozgés az allomasok
kozott).

Hatarozzuk meg a legkisebb olyan pozitiv egész k szamot, amelyre biztosak lehetiink abban, hogy van két olyan
allomas, amelyet mindkét felvonotarsasag osszekot.

5. feladat. Adott egy kartyapakli, amely n > 1 kartyabol all. Mindegyik kirtyara egy pozitiv egész szam van
felirva. A pakli olyan, hogy barmely két kirtyan 1évé szam szamtani kozepe egyuttal a mértani kozepe is néhany (egy
vagy tobb) kartyan 1évd szamnak.

Milyen n-ekre kévetkezik ebbdl, hogy a kartyadkon all6 szamok mind egyenlék?

6. feladat. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan c pozitiv konstans, amellyel igaz a kdvetkezd allitas:

Tekintslink egy n > 1 egész szamot és egy n pontbdl 4ll6 S halmazt a sikban dgy, hogy S barmely két kiilonbo-
z6 pontjanak tavolsaga legalabb 1. Ebbdl kovetkezik, hogy van olyan, S-et szétvalaszto ¢ egyenes, hogy S barmely
pontjanak £-t6l valo tavolsidga legalabb en” Y3,

(Egy /¢ egyenes szétvdlasztja pontoknak egy S halmazat, ha valamely, S-nek két pontjat 6sszek6ts szakasz atmetszi
l-et.)

Megjegyzés. Gyengébb eredményre, amelyben cn
fiiggden.
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helyett ecn™® &ll, jarhat részpontszam az o > 1/3 konstans értékétsl

! Az olimpia honlapja: https://www.imo-official.org/.
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