A fraktalokat szokas leképezéscsaladok invarians halmazainak tekinteni. Hutchinson nevezetes fraktaltétele is ezt
veszi alapul, mivel ez az értelmezés kaput nyit a fixponttételek modszerei el6tt. Célunk Hutchinson eredeti megkoze-
litésének egyszerisitett formaban térténd bemutatasa. Az egyszerisitést a Knaster—Tarski-féle fixponttétel élesitett
valtozata biztositja.

1. Bevezetés

A fraktdl mindannyiunk szaméra jol ismert kifejezés. Tulzas nélkil allithatjuk, hogy a fraktalok mindeniitt jelen
vannak [2], hiszen talalkozhatunk veliik fizikai, kémiai, biologiai folyamatokban, s6t a mivészetben vagy a termeészetben
is. Ekdzben magét a pontos definiciét a titokzatossdg homalya Ovezi, részben azért, mert a matematikai szakiroda-
lomban sincs egységes, mindenki &altal elfogadott fraktalfogalom. Vannak, akik a tortdimenziés halmazokat tekintik
fraktalnak. Maga az elnevezés a latin ‘fragmentus’, azaz ,toredezett” szobol ered, és Mandelbrot, a fraktalok atyja
szintén ezt a definiciot hasznalta [8].

Egy masik elterjedt értelmezés az dnhasonlésig tulajdonsidgaboél indul ki. Tekintsiik példaul a jol ismert Cantor-
halmazt. Ehhez tgy jutunk, hogy a [0, 1] intervallum k6zépsé nyilt harmadéat eltavolitjuk, majd a keletkezs két inter-
vallum ko6zéps6 nyilt harmadat hagyjuk el. Ezt az eljarast ismételjiik, minden 1épésben a meglévs zart intervallumok
kozépss nyilt harmadat tordlve:

Végezetiil, az egyes 1épésekben kapott halmazok kozos részét véve, kapjuk a Cantor-halmazt. Megmutathato6, hogy
e k0z0s rész nem fiires, s6t kontinuum szamossagu.

Azonnal lathato, hogy a Cantor-halmaz 6nhasonlo, hiszen a harmadara zsugoritott képe és ennek 2/3-dal vett eltolt-
ja visszaadja az eredeti halmazt. Masképpen fogalmazva, a Cantor-halmaz eleget tesz az alabbi invariancia egyenletnek:

1 1 2
(1) C_§CU<§C+§>.

Természetesen az iires halmaz vagy a valos szamok halmaza is teljesiti ezt az invarianciat. Azonban a Cantor-halmaz
az egyetlen olyan nem iires megoldas, amely korlatos és zart. (Egy valos részhalmaz zdrt, ha a komplementer minden
pontja egy, a pontot tartalmazé nyilt intervallummal egyiitt tartozik a komplementerhez.)

A Cantor-halmaz 6nhasonlésagi tulajdonsagat szem el6tt tartva, bevezethetjiik az invariancia absztrakt fogalmat.
Legyen F = {f1,...,fm} az X nem iires halmazt 6nmagaba képz6 fiiggvények halmaza, s legyen Ay C X. Azt
mondjuk, hogy a H C X halmaz F-invaridns, ha kielégiti a H = F(H) egyenletet, ahol az F invariancia operdtor
az alabbi moédon adott:

(2) F(H) = | fa(H) = fiH)U...U fon(H) U Ay
k=1

Itt a H halmaz f: X — X fliggvény altali képét a szokasos f(H) := {f(x) |z € H} moédon értelmezziik. Nyilvanvalo,
hogy a Cantor-halmaz F-invarians halmaz, ha az F csalad a korabban latott két zsugoritast tartalmazza, és Ag = (.

Tegyiik fel, hogy az alaptér a valés szamok halmaza, vagy az euklideszi sik, vagy az euklideszi tér, és tekintsiink
ezen egy véges F fiiggvénycsaladot. Azt mondjuk, hogy egy H részhalmaz F-fraktdl, ha nem iires, korlatos, zart, és
F-invaridns. Egy alaptérbeli halmaz zartsagat tovabbra is 4gy értelmezziik, hogy a komplementer minden pontja egy,
a pontot tartalmazoé nyilt intervallummal vagy nyilt korlemezzel vagy nyilt gombbel egyiitt tartozik a komplementerhez.
A bevezets példahoz fiiz6tt megjegyzést ezek szerint ugy is fogalmazhatjuk, hogy a Cantor-halmaz az egyetlen fraktal,
amely az (1) egyenletet teljesiti.

A fraktalelmélet alaptétele, Hutchinson hires eredménye [5] valojaban a fraktélok egyértelmd létezésére vonatkozo
egyszer(d elegendd feltétel: Kicsinyitések barmely véges F' csalddja meghatdroz pontosan eqy F-fraktalt. Megjegyezziik,
hogy Hutchinson tétele ennél joval dltalanosabb formaban érvényes, de olyan fogalmakra tamaszkodik, melyek messze
talmutatnak cikkiink keretein. Azonban még ebbdl az egyszerisitett valtozatbol is konnyen levezetheté a Cantor-
halmaz fraktal tulajdonsaga. Hutchinson bizonyitasa a fixponttételek modszerén alapul. A H = F(H) invariancia
egyenlet egyértelmi fraktal megoldasanak létezése azzal egyenértékd, hogy az F' leképezésnek létezik egyértelmd fix-
pontja a nem {ires, korlatos, zart halmazok kdrében. Ehhez szamos mély analizisbeli eszkoz sziikséges, példdul Banach
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hires fixponttétele [1]. A kontrakcios elvként kozismert eredmény nemcsak a létezés és egyértelmiség kérdeését valaszolja
meg, hanem iteracids eljarast is ad a fraktal tetszéleges pontossagu kozelitésére.

Ha a fraktéalelmélet alaptételét a megfogalmazas szintjén sem tudjuk hien tolmécsolni, akkor természetesen a bizo-
nyitas ismertetésérdl is le kell mondanunk a sziikséges elméleti hattér hidnyaban. Mégis foltett szandékunk, hogy Hut-
chinson miivészi értékd megkozelitésébdl legalabb egy kis izelitét adunk. A merész vallalkozashoz szintén a P. 329. jeld
pontversenyen kiviili probléma, a Knaster—Tarski-féle fixponttétel [7] nyujt kapaszkodot. A Banach-féle fixponttételt
ezzel helyettesitve kideriil, hogy az (2) egyenletnek létezik megoldasa. Az egyértelmiség helyett csupan egy gyen-
gébb allitast tudunk megmutatni, nevezetesen, hogy a megoldasok kozott van egy legszikebb megoldas. Végezetiil,
a Banach-féle iteraciot a Kantorovics-félével [6] kicserélve, eljdrds nyerhetd a legsziikebb megoldas elGallitasara. Jelen
cikk a [3] dolgozat egyszerisitett valtozata.

2. Leképezéscsaladok invarians halmazai

Ahogy azt korabbi cikkiinkben lattuk [4], a Knaster—Tarski-féle fixponttétel szerint minden monoton leképezésnek
létezik fizpontja. Els6ként ennek az allitasnak egy élesitését igazoljuk. Folidézziik, hogy egy leképezés monoton, ha
meglrzi a halmazelméleti tartalmazast. A tovabbiakban F(X) jeloli az X részhalmazainak csaladjat.

Tétel. Barmely monoton leképezésnek létezik legszikebb fizpontja.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy F': F(X) — F(X) egy monoton leképezés. Emlékeztetiink arra, hogy a Knaster—
Tarski fixponttételhez az el6z6 cikkiinkben kozolt bizonyitasban a

Hy=(){HCX|F(H)CH}

halmaz fixpont tulajdonsagat igazoltuk. Ha most H tetszéleges fixpont, akkor F(H) C H szintén fonnall. Igy Hy C H
a fenti definicié értelmében. Azaz, Hy minden mas fixpontnak része, ami pontosan a kivant allitast adja. g

A tovéabbiakban a (2) invariancia operator néhany egyszert, de hasznos tulajdonsagat foglaljuk 6ssze. Nyilvanvalo,
hogy A C B esetén f(A) C f(B) is fonnall, ha f tetsz6leges fliggvény. Innen lathatjuk, hogy az invariancia operdtor
monoton. Kénnyen ellenérizhets az is, hogy barmely f fiiggvény esetén

f(AUB) = f(A)U f(B).

Ezt folhasznalva kapjuk, hogy az invariancia operdtor folcserélhetd a halmazelméleti egyesités miveletével. Hasznalni
fogjuk meég az invariancia operator iterativ hatvinyait, melyeket rekurzioval értelmeziink: F'(H) := F(H), tovabba
F"Y(H) = F(F"(H)), ahol H C X tetszéleges. A pozitiv egész szdmok halmazara az N jelolést alkalmazzuk.

F6 eredményiink a Hutchinson-féle alaptétel ,struktiramentes” megfelelGje. A fraktalok geometriai tulajdonsa-
gai (korlatossag és zartsag) sajnos nem igazolhatok a rendelkezésiinkre allo eszkozokkel. Cserében az alkalmazott
modszerek nem 1épik tdl a naiv halmazelmélet kereteit, mikdzben hien tiikrézik Hutchinson fixpontos szemléleti
megkozelitését.

Tétel. Ha F véges fiigguénycsaldd egy nem dires halmazon, akkor létezik legszikebb F-invaridns halmaz, amely
az alabbi alakban dllithato eld:

(3) Lo=J F"®.

neN

Bizonyitas. Legyen F = {f1,..., f,n} adott fliggvénycsalad az X nem iires halmazon. Mivel az invariancia operétor
monoton, ezért létezik legsziikebb Hy fixpontja. A monotonitas és a nyilvanvalo () C Hy tartalmazas miatt F(()) C
F(Hy) = Hy kovetkezik, hiszen Hj fixpont. Ezt a gondolatmenetet teljes indukcioval kombinalva kapjuk, hogy F™(0) C
Hy minden n € N esetén teljesiil. Igy,

U F"(0) € Ho,

neN

azaz Lo C Hp adodik. Most azt igazoljuk, hogy Lo fixpontja az invariancia operatornak. Ezattal a § C F(() tar-
talmazasbol kiindulva de az elébbi gondolatmenetet hasznalva kapjuk, hogy F™(#) € F"*'(()) ha n € N. Vagyis,
{F™(0) | n € N} egy boviils halmazcsalad. Az egyszertiség kedvéért vezessiik be az L,, = F"(()) jelolést. Az egyesités
fliggvényhatassal valé kapcsolatat és az egyesités felcserélhetdségi tulajdonsagat szem el6tt tartva,

F< U F”(@)) _ka( U Ln> U Una=U U s

neN neN k=1 neN neN k=1

=UJFrLy)=JFE®) = F+o = F o

neN neN neN neN



Itt az utolso lépésben azért lehetséges a kitevs csokkentése, mert béviils halmazrendszert egyesitiink. Megallapithatjuk
tehat, hogy F(Lo) = Lo, ami pontosan a kivant fixpont tulajdonsag. Azonban Hy a legsziikebb fixpont, ezért Hy C L.
Mivel korabban a forditott irdnyud tartalmazast mar belattuk, ezért dsszességében Hy = Ly adodik. O

Példaként tekintsiik a

1 1 9
H=—HU|—H+—
0" (10 * 10> U0}

invariancia egyenletet. A fonti tétel értelmében ennek létezik legsziikebb megoldasa, melyet a (3) alakban allithatunk
el6. Hogyan kaphatjuk meg ezt az elGallitast? Els6ként teljes indukcioval azt igazoljuk, hogy
FHN0) ={021...2y | 21, € {0;9}, k=1,...,n}

teljesiil minden n € Ny esetén. Azonnal lathatjuk, hogy F(0) = {0}, vagyis az allitas igaz, ha n = 0. Tegyiik fel,
hogy F™ ! (()) a fenti alakban adott. Ennek minden elemét 10-zel osztva majd 0-val és 9/10-del eltolva kapjuk F™2(()
elemeit. Ha tehat egy 0,z . .. x,, alakd elembdl indulunk ki, akkor ez az eljaras egy 0,0z ...z, ésegy 0,9z; ...z, elemet
eredmeényez. Vagyis, F" 2 (D) olyan (n+1) hossztsagu tizedes torteket tartalmaz, melyek 0 vagy 9 szamjegyekbdl allnak.
Ezzel az allitast bebizonyitottuk. Ebbgl azonnal kapjuk, hogy a keresett egyesitési halmaz, vagyis a legsziikebb fixpont

Hoz{O,:El...xn|x;€€{O;9}, k=1,...,n; nEN}.

Erdemes megjegyezni, hogy a Hy legsztikebb invarians halmaz nem iires, és megszamlalhatoan végtelen szamossagu.

A Cantor-halmazt definidl6é egyenlet nagyfoka hasonlosigot mutat a példabeli invarianciaegyenlettel. Az eredeti
formaban ennek az iires halmaz a legsziikebb megoldasa. Ha azonban (1) jobb oldalat egyesitjiik a {0} halmazzal,
az lires halmaz mar nem megoldas, mikézben a most bemutatott médszer ugyanigy alkalmazhaté. Végeredményképpen
a Cantor-halmaz egy valodi, megszamlalhatoan végtelen részhalmazat kapjuk. Mivel ezt a legsztikebb invarians halmazt
triadikus tortek irjak le, melyek targyalasa nem célunk, ezért valasztottuk inkabb a fonti példat.

A fixponttételek elmélete nem csupén a fraktalelméletben jut kulcsszerephez. Szamos megleps alkalmazaséaval
talalkozhatunk a klasszikus és modern analizisben, a geometridban, s6t a jatékelméletben vagy az algebraban. A téma
irant érdeklsdsknek ajanljuk Shapiro konyvét [9].
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