1. Bevezetés

Jelen folyobirat egy korabbi szdmaban megjelent cikkben [5] vizszintes sikra helyezett, sajat tomeggel rendelkezs
konvex poliéderek stabil egyenstilyi helyzeteire vonatkoz6 eredményeket ismerhettiink meg. Ezen cikkben, az egyensily:
pont fogalmanak ismertetése utan, tobbek kozott két allitas bizonyitasat olvashatjuk:

e Minden homogén tomegeloszlasu (réviden: homogén) tetraédernek legalabb két stabil egyensulyi pontja van (azaz
van két olyan lapja, melyen a test elbillenés nélkiil megéall), illetve

e létezik olyan homogén 19 lapi konvex poliéder, melynek pontosan egy stabil egyensiilyi pontja van.

Erdemes megjegyezni, hogy az elsé allitds megtalalhato, mint a Gnidig Péter, Honyek Gyula és Vigh Maté szer-
kesztette, 333 furfangos feladat fizikabol cimi feladatgyijtemény F. 120-as feladata [4]. Az emlitett [5] cikk végén
a szerzd négy kérdést fogalmaz meg konvex poliéderek egyensulyi pontjaira vonatkozéan. Ezek koziil az elsé harom
kérdés stabil egyensulyi pontokra vonatkozik, és a cikkben megtalalhatjuk a felvetett problémékkal kapcsolatos isme-
reteink Osszefoglalasat is. Jelen irasunkban tobbek kozott azzal a (negyedikként kozolt) kérdéssel kivanunk részletesen
foglalkozni, amely cstcsan — tehat nem stabil modon — egyensulyozott tetraéderre vonatkozik:

1. kérdés. Igaz-e, hogy minden homogén tetraédernek van legaldbb két olyan csicsa, amely egyensilyi pont?
Ez a megfogalmazas a hivatkozott cikk els kérdésének , dualisaként” is felfoghato. A kérdés logikajat kovetve termé-
szetes médon adddnak a cikk végén feltiintetett kérdések csticsokra vonatkozo valtozatai is, mint példaul a kdvetkezé:

2. kérdés. Létezik-e olyan homogén poliéder, melynek dsszes csicsa kézil pontosan egy olyan van, amely egyensilyi
pont? Ha igen, mennyi az ilyen tulajdonsdgi homogén konvex poliéderek minimdlis csticsszdma?
A kérdést tovabbgondolva egy altalanosabb kérdéshez is eljuthatunk:

3. kérdés. Adott szami és jellegi egyensilyi ponttal rendelkezd homogén poliéderek kézt mennyi a minimadlis lap-,
illetve csucsszdmi poliéder lapjainak, illetve csucsainak szama?

Cikkiink f6 témaja a 3. kérdés precizebb megfogalmazasa, illetve a vele kapcsolatos ismereteink Osszefoglalasa.
Ehhez viszont definidlnunk kell a konvex poliéderek egyensulyi pontjainak kiilonb6zd tipusait, illetve a konvex poli-
éderek ezekkel kapcsolatos osztalyozasi rendszerét. Els6 1épésben talan nem art felidézniink egy konvex test egyensulyi
pontjanak fogalmat [5].

1. definicié. Legyen K egy konvex test, és X a test egy belsd pontja. Azt mondjuk, hogy a test eqy Y hatdrpontja
K egy egyensulyi pontja X-re nézve, ha az Y-on dtmend, XY szakaszra merdleges sik nem metszi a K test belsejét.
Ha X a K test tomegkiézéppontja (homogén siriséget feltételezve), azt mondjuk, hogy az Y pont K egy egyensulyi
pontja.

Erdemes meggondolni, hogy K minden belsé pontja lehet K tomegkdzéppontja alkalmas inhomogén stirtiséget
feltételezve, valamint azt, hogy ha Y a K test egy egyensilyi pontja X-re nézve, akkor K-t alditamasztva Y-ban egy
vizszintes sikkal ugy, hogy ne billenjen el, X pontosan Y felett fog elhelyezkedni. A tovabbiakban nem csupan stabil
egyensilyi pontokkal foglalkozunk, igy érdemes azzal folytatnunk, hogy az egyensilyi pontok széba johetd tipusait
— akdr homogén, akar inhomogén striiségeloszlast feltételezve — definialjuk.

Képzeljiik el, hogy az Y egyensiilyi pontban aldtamasztott testet kicsit kibillentjiik az egyensiilyi helyzetébdl. ElGfor-
dulhat, hogy ezt barmilyen irdnyban megcsinélva a test visszabillen az egyensilyi helyzet felé, vagy éppen ellenkezéleg,
tovabb billen, és tavolodik az egyensilyi helyzettdl. El6fordulhat az is, hogy a billentés iranyatol fiiggéen a test idénként
vissza-, idénként pedig tovabb billen az egyensulyi helyzethez képest. Ezekben az esetekben az egyensulyi helyzetet
rendre stabil, instabil, vagy nyereg tipusa egyensilyi helyzetnek hivjuk. Ezekre példa egy kocka lapkozéppontja, csicsai,
illetve élk6zéppontjai. A preciz matematikai megfogalmazashoz az alabbi definiciot adjuk.

2. definici6. Legyen P egy konvex poliéder, X a P tomegkdzéppontja és Y a P egyensulyi pontja X -re nézve.

e Ha'Y a P egy lapjanak belsd pontja, akkor azt mondjuk, hogy Y eqy stabil egyensilyi pont.

e HaY a P eqy élének belsd pontja, és az XY szakaszra merdleges, Y-on dtmend sik P-t csak ebben az élben metszi,
azt mondjuk, hogy Y egy nyereg tipusi egyensulyi pont.

e HaY a P egy csicsa, és az XY szakaszra merdleges, Y-on dtmend sik P-t csak ebben a csicsban metszi, azt
mondjuk, hogy Y egy instabil egyensilyi pont.

e Ha Y-ra a fenti hdarom feltétel egyike sem teljesiil, azt mondjuk, hogy Y egy degenerdlt egyensily.

Meggondolhat6, hogy P hataranak a silyponthoz legkdzelebbi pontja mindig stabil, a legtavolabbi pontja pedig
mindig instabil egyensulyi pont, tehat P-nek mindig van legalabb egy stabil, és legalabb egy instabil pontja.

A matematikai analizis egyik hires tételébdl, a Poincaré—Hopf-tételbdl [1] kovetkezik, hogy ha egy konvex poliéder-
nek csak nemdegeneralt egyenstulyi pontjai vannak, akkor a stabil pontok S, instabil pontok U és a nyeregpontok H

szama kielégiti az
S—H+U=2



Osszefliggést. Erdemes ezt Osszehasonlitani a jol ismert Euler-tétellel, mely szerint ha egy konvex poliédernek f llé_lp d’a,
ieder

e éle és v cstcsa van, akkor f — e 4+ v = 2. Ezen mennyiségek jol szemléltethet6k az 1. dbrdn lathaté harom po
segitségével.

f 7 7
3 10 10
e 12 15 15
n=f+v+e 26 32 32
S ® 6 7 [§
U o 8 10 8
H o 12 15 12
N=S+U+H 26 32 26
C=n—-N 0 0 [

1. d@bra. Harom homogeén stirtiségii poliéder és jellemzs szamadataik: a lapok (f), csiucsok (v) és élek (e) szama,
a stabil (S), instabil (U) és nyereg-tipustu (H) egyensulyi pontok szama, ezek osszege (n = f + v +e,
N =S5+ U + H), valamint a poliéderek mechanikai komplexitasa (C'=n — N, lasd a 3. definiciot).

A cikk tovabbi részében csak olyan konvex poliéderekkel foglalkozunk, melyeknek nincsenek degeneralt egyensulyi
pontjai.

2. Poliéderek komplexitasa

Ahogy a bevezetSben emlitettiik, ,nemdegeneralt” esetben, azaz ha a poliéder minden egyensulyi pontja stabil,
instabil, vagy nyeregpont, akkor ezek S, U és H szama kielégiti az S — H + U = 2 osszefiiggést. Igy a fenti adatok
koziil pl. S és U értéke meghatarozza H értékét is. A tovabbiakban (.5, U)E—Vel fogjuk jelolni az S stabil és U instabil
egyensiilyi ponttal rendelkezé konvex poliéderek csaladjat. Hasonldéan, az Euler-tétel szerint minden konvex poliéder f
lapszama, e élszama és v csucsszama kielégiti az f —e+v = 2 Osszefiiggést. Ennek alapjan az f lapa és v csicsa konvex
poliéderek csaladjat ( f,v)K—val fogjuk jelolni. Ezen osztalyokat rendre a poliéder egyensilyi, illetve kombinatorikus
osztalyanak nevezziik.

Emlitettiik, hogy tetsz6leges konvex poliédernek van legalabb egy stabil és legalabb egy instabil pontja, azaz
tetszoleges (S, U )E osztalyban S,U > 1. Hasonl6an, minden konvex poliédernek van legaldbb 4 lapja és cstucsa, azaz
minden ( f,v)K osztalyban f,v > 4. Err6l az osztalyozési rendszerrdl tobbet is tudunk. Steinitz egy tétele [6] szerint
pontosan akkor van f lapu és v cstcsu konvex poliéder, ha

(1) fz4, & S<v<2f-4

DO |~

A tovabbiakban azokat a pozitiv egészekbdl allo (f,v) szampéarokat, melyek az (1) egyenlStlenségeket kielégitik, poli-

edrikus szdmpéaroknak nevezziik.
A cikkiinkben targyalt {6 fogalom az alabbi.

3. definicié. Legyen P egy konvex poliéder, melynek nincs degenerdlt egyensilyi pontja. Jelolje N(P) a poliéder
dsszes egyensilyi pontjanak szamdt, és n(P) a lapjai, €lei és csiucsai szamdnak dsszegét. Ekkor a C(P) = n(P)— N(P)
mennyiséget a P poliéder (mechanikai) komplexitasinak nevezzik.

Vegyiik észre, hogy a poliéder minden lapja, csticsa és éle legfeljebb egy egyensilyi pontot tartalmaz. Tehat ha
P e (f,v)K és P € (S, U)E, akkor S < f és U < v, amib6l a H < e is kovetkezik a nyeregpontok H és az élek e
szamara. Igy P komplexitdsa nem lehet negativ. Masképp megfogalmazva, P komplexitasa azon lapjainak, éleinek és
csucsainak szdma, melyek nem tartalmaznak egyensilyi pontot, azaz pl. egy szabdlyos poliéder komplexitasa nulla.
A komplexitas értéke jol szemléltethet6 az illet6 poliéder (f,v) és (S,U) sikokon elfoglalt helyével, pontosabban ezen
helyek egymashoz viszonyitott atlos tavolsdgaval, amint azt a 2. dbrdn is lathatjuk.
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2. dbra. Az 1. dbra jobb szélén lathato poliéder elhelyezkedése az (S,U) és (f,v) sikokon. A komplexitas értéke
a megfelels cellakon atmend feltiintetett atlok tavolsdgaval ardnyos.

4. definicié. Legyen S,U > 1. Az (S,U )E egyensulyi osztdly (mechanikai) komplexitasan az osztdlyhoz tartozo
poliéderek komplexitasinak minimumat értjik. Mdsképpen:

C(S,U) =min {C(P): P € (S,U)"}.

Ha P € (f,v)" és P € (S,U)", akkor a Poincaré-Hopf-tétel és az Euler-tétel alapjan C(P) = 2(f +v— S — U).
Minthogy f > S ésv > U, az

R(S,U)=min{f+v—S—U:f>50v>Ués (f,v) egy poliedrikus par}

mennyiség kétszerese also becslése a C(S, U) komplexitésnak.
1. megjegyzés. Minden S,U > 1 esetén C(S,U) > 2R(S,U).
Az S és U mennyiségek értékeitdl fiiggben explicit modon is megadhatjuk R(S,U) értékét, ahol az [x] mennyiség

az x valos szam értéke felfelé kerekitve egészekre.

~U+2, haS>4ésS>2U—4,

o] Sl

(2) R(S,U) = —S5+42, haU>4ésU >25—4,

8—S5-U, ha S, U < 4,
0 egyébkeént.

Ezen képletek geometriai jelentése a 3. gbrdn lathaté. Mivel minden poliédernek legaldbb 4 lapja és 4 cstcsa van, ha
S,U < 4, akkor C(S,U) legalabb akkora, mint az (S, U) osztély ,tavolsaga” a (4,4) osztalytol, azaz ,optimalis esetben”
az osztéaly egy tetraédert tartalmaz, ez a magyarazata a 3. esetben szerepld képletnek. Ha (S,U) egy poliedrikus par,
akkor ,optimélis esetben” (S, U)E tartalmaz egy S lapu és U csticstu poliédert. Ez felel meg az R(S,U) = 0 esetnek.
Ha (S,U) nem poliedrikus par, mert pl. S nagy U-hoz képest, azaz S > 4 és S > 2U — 4, akkor a legtobb, amit
remélhetiink, hogy talalunk az osztélyban egy poliédert, melynek S lapja van, és a legkevesebb cstcsa, ami egy S lapt

poliédernek lehet, azaz (E] + 2. Ebb6l vezethetd le az 1. esetben, illetve analég modon a 2. esetben szerepld képlet.
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3. dbra. Az R(S,U) fiiggvény értelmezése S, U < 10 esetén (az (S, U) tablazatot néhany poliéder képe illusztralja,
a poliedrikus parokhoz tartozo cellak vilagos hattertek). Adott (S,U) péarhoz tartozd R(S,U) érték kiolvashato
a tabldzatbol az (S,U) mezdnek a legkozelebbi fehér mez6tdl meért diszkrét tavolsdgaként, lasd a sotétsziirke hatterd
((2,2)7,(2,9)", (10,3)" egyensilyi osztalyoknak megfelel6) harom példat.

Felmeriilhet a kérdés, hogy milyen (S, U)E osztalyokra teljesiilhet a C(S,U) = 2R(S,U) egyenlSség. Ahogy
az [5] cikkben lattuk, az (1,U )E, 1 < U < 4 osztalyok nem tartalmaznak tetraédert, tehat ezekben az osztalyok-
ban biztosan nem igaz az egyenlSség. Az alabbi allitas, melyet Domokos és szerzGtéarsai [2] igazoltak 2018-ban azt
mutatja, hogy az emlitett egyenlGség az (.S, 1)E, 1 <8 < 4 osztalyokban sem teljesiil.

1. tétel. Nincs homogén stiriségi mono-instabil tetraéder, azaz minden tetraédernek legaldbb két csicsa instabil
egyensilyi pont.

3. Az egyensiilyi osztalyok komplexitasi korlatai

A fentiek alapjan taldn megleps, hogy az alabbi tétel [2] igaz.

2. tétel. Ha S,U > 2, akkor C(S,U) = 2R(S,U).

Ezen tétel egyik specidlis eseteként azt kapjuk, hogy ha van S lapa és U csucst poliéder, akkor van S lapu és U
csucst olyan poliéder is, melynek minden lapjan és csicsdban van egyensulyi pont.

A tétel bizonyitasa azzal egyenértéki, hogy minden (S, U )E osztalyban konstrudlunk egy konvex poliédert, melynek
komplexitasa éppen 2R(S,U). Ezt t6bb lépésben tehetjiik meg. A 2 < S, U < 5 egyenlGtlenségek teljesiilése esetén
az (S,U )E osztalyban szamitogép segitségével kereshetd alkalmas poliéder: tetraéder, ha S, U < 4, és négyszog alapu
gala, ha S = 5 vagy U = 5. Az (S, S’)E, S > 6 osztalyokban kozvetleniil, geometriai megfontolasok alapjan talal-
hato ezen osztalybeli, S lapa és S cstcstu polieder: S > 4 esetén egy szabalyos (S — 1)-szdg alaplapt egyenes gula
éppen a megkivant tulajdonsagi. Végiil a tobbi osztalyban megfelels tulajdonsagi poliéder a fenti poliéderek apréd
deformaéciodival kaphat6é meg.

nemkonstans csucsponti egyensuly
koordinatak a lapokon | a csiicsokon az éleken
osztaly || C» |Cy | Dy | Dy | D, éé % § § AlB|C|D E‘Q: ’ECJ SC 8 % (Q)
(2,2) 3,2 [19(-22] 03 [18|{0|0|1|1|0|0O|1|1|1(0]|0]|O|O0]1
(2,3) 1,9 |53 1,9 [-09|52|0(0|1|1|1|0f1|1({0[1]|1|0]|0]|1
(2,4) [|-0,953]| 1,9 09 |52|0(0f1|1|1|1|1|1}1|1]0j0|1]|1
(3,2) 1,0 {2,7/-09|—-41|34/0|1|1(1/0|O0O|1|[1|0|O]1|0]1]1
(3,3) 1,0 |57 05 |-05|1,3|1(0|1|1|1|O0f1|1({O0f1]|1|1]0]|1
(3,4) 05 28] 06 |0, 7({12|1|0|1|1|1|1|1|1|{Of|1|1|1]1|1
(4,2) 3,2 (38 —-22|-29(25|1|1|1|1|0|O|1|1|1(1]0|O|1]|1
(4,3) 1,9 |53 1,9 50 |18 11|11 f1|(O0f1 1|01 |1|1]1]1

1. tablizat. Egy-egy példa az (S, U)E, S,U € {2,3,4}, (S,U) # 4,4 egyensulyi osztalyokba tartozo tetraéderekre.
A tetraéderek alabbi hat koordinataja adott konstans: A, = A, =A, =B, =C. =0, B, = 1.



4. dbra. Az (S, U)E, S,U € {2,3,4,5} egyensilyi osztalyokhoz tartozo (az 1-2. tdblizatokban szerepls) 8 tetraéder,
illetve 6 pentaéder, valamint a szabalyos tetraéder és a szimmetrikus négyzet alapt gula 3D nyomtatéassal késziilt

példanyai.

osztaly nemkonstans cstcsponti koordinatak

¢c.| ¢, | D.| D, | E. | B, | E.
(2,5) 10| 1,705 | =03 | 21 1,2 1,2
(3,5) 1,0 1,738 | —22 ]| 16 0,9 0,9
(4,5) 2511438 | —22| 20 1,2 1,2
(5,2) 101,709} 05 | -06|-1,1| —-1,1
(5,3) 1,0 (14,7109 05 1,5 2,6 2,6
(5,4) 101,713 ] 08 1,5 2,6 2,6

2. tdbldzat. Egy-egy példa az (i,5) és (5,1) i € {2, 3,4} egyensiilyi osztalyokba tartozé pentaéderekre. A pentaéderek alabbi hét
koordinataja adott konstans: A, = Ay =A, =B, =C.=D.=0,B, =1.

Mi a helyzet az (S,1)7 és az (1,9)" osztalyokkal? A C(S,U) > 2R(S,U) egyenlStlenség egy alsé becslést ad
C(S,U) értékére. Adhato felsG becslés is? A valasz a legtobb osztalyra megtalalhato a mar emlitett [2] cikkben.

3. tétel. Ha S >4 akkor C(S,1) <59+ (—=1)° + 2R(S,1); ha U > 4 akkor C(1,U) < 90 + 2R(1,U).

Talan érdemes megjegyezni, hogy az ezen tételben szereplé masodik, azaz a monostabil poliéderekre vonatkozo
egyenl6tlenség igazolasahoz sziikséges (1, U)E—osztalyﬂ konvex poliéderek a Conway és Guy altal konstruélt, a [5] cikk-
ben ismertetett monostabil (az (1, 4)E osztalyba tartozo) poliéder apré deforméacioival allithatok els. A mar hivatkozott
2] cikkben szereplé modszerek alkalmazésaval konstrualhato polieder a (2,1)%,
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3 k642|446 8|8
4|l aj2lol2]|2]4|4]6]6
5|9 642 002 2|44
6 a6 4200 00|22
7886420 0000
8\l 8614|2000 00
9 bG8 6|42/ 00 00
1085 10(8 6|42 0]0| 00

5. dbra. Az egyensilyi osztalyok mechanikai komplexitasa: az eredmények Osszefoglalasa S, U < 10 esetén
(a poliedrikus paroknak megfelels celldk itt is vilagos hattertek). A zardjel nélkiil szerepls egész szdmok pontos
komplexitasi értéket, az S = 1 sorban és U = 1 oszlopban szogletes zardjelbe tett szamok komplexitasi korlatokat
jelentenek (két érték also és felss korlatot, egyetlen érték pedig csupéan also korlatot ad meg — itt a fels6 korlat
ismeretlen).



(3,1)7, (1,2)" és az (1, 3)” osztalyokban is, melyek mindegyike egy-egy felss korlatot ad az osztaly komplexitdsanak
meértékére, s6t az (S, 1)E, S > 3 egyensilyi osztalyok komplexitasanak fels6 korlatjat ugyancsak e (2, 1)E és (3, 1)E
osztalyba tartozo két test aproé deformécidival konstrualt testek segitségével kaphatjuk meg. A (2, 1)E és (3, 1)E
egyensilyi osztalyokhoz konstrualt poliéder olyan test, amelynek 18 cstcsa van, igy tehat a 2. kérdés mésodik felére
jelenleg a kovetkezs valasz adhat6: mivel mono-instabil homogén siirtségi tetraéder nem létezik, a homogén stiriségt
mono-instabil testek minimélis csucsszama legfeljebb 18, de legalabb 5. Az 5. dbra tablazata 6sszefoglalja az egyenstlyi
osztalyok komplexitasaval kapcsolatos legjobb ismert becsléseket.

Az 5. dbra alapjan az egyetlen osztaly, melyrsl nem tudjuk, hogy tartalmaz-e konvex poliédert, az (1, l)E osztaly.
Erdemes megjegyezni, hogy altalaban a konvex testek kozt ismert egy olyan homogén test, melynek egy stabil és egy
instabil egyenstlyi pontja van. Ez a test, mely a fentiek szerint rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy (eltekintve
az instabil egyensulyi pontjatol), barmilyen helyzetben alatamasztva addig gordiil, amig megtalélja egyetlen stabil
egyensilyi helyzetét, Gomboc néven ismert, és a 6. dbrdn lathato.

6. dbra

Felvet6dhet az otlet, hogy egy Gombocot poliéderrel nagyon finoman kozelitve kaphatunk egy (1, 1)E osztalyu
konvex poliédert. Sajnos, intuicionkkal talédn ellentétes mdédon megmutathatd, hogy ,egyenletes” kozelitést hasznalva
tetszdleges finomsag esetén a keletkezs poliédernek egynél tobb stabil, illetve instabil egyensulyi pontja lesz. Ezt
a jelenséget targyalja a [3] cikk.

Osztonozve a kutatast a kis lap- és cstcsszami, Gombdc-tulajdonsagi homogén konvex poliéderek keresésére,
a cikket egy nemrég kitizott dijra valo felhivassal fejezziik be. Ezen, C(1,1) értékének meghatarozasaért kittizott dij
értéke amerikai dollarban:
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A dij elnyerésének részletesebb feltételeit az érdekldds olvaso megtalalhatja a [2] cikkben. Aki a dijjal kapcsolatban
ennél bévebb informaciot szeretne vagy érdeklédne a jelen cikkben ismertetett téma felSl, a cikk szerzgGivel tudja
felvenni a kapcsolatot.
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