Gergonne megoldasa az Apolléniusz-feladatra

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geometriai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom-
vagy akar még magasabb dimenzids objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

A pergai Apoll()niusztc') szarmaztatjak a kovetkez6 klasszikus feladatot.

Apolléniusz-feladat: Adott harom kér, ki, ko és ks. Szerkessziik meg az dsszes olyan m kért, amely kq,
ko és ks mindegyikét érinti.

A feladatnak sokféle specialis és elfajuld esete létezik: valamelyik kor helyett egyenes (végtelen sugart kor) is lehet,
illetve a kor egy pontta fajulhat (nulla sugara kor), ilyenkor az érintés helyett azt koveteljilk meg, hogy m atmenjen
az illet6 ponton. Néhany nagyon specidlis esettel mar altalanos iskoldban taldlkoztunk, mint példaul harom adott
ponton dtmend, vagy a harom adott egyenest érinté korok megszerkesztése.

Szeretjiik kikotni, hogy k1, ko és ks dltaldnos helyzetd legyen, vagyis a kdzéppontjaik ne essenek egy egyenesre, ne
menjenek at egy ponton, ne érintsék egymaést, a sugaraik kiilonbozdek legyenek, és a harom kdrnek ne legyen k6zos
érintGje. Ismert, hogy altalanos helyzetd korok esetén az m kor nyolc- vagy négyféle lehet, és az is elfordulhat, hogy
nincs ilyen érint6 kor; egy-egy ilyen elrendezést lerajzoltam az Ia.-1c. dbrikon.

1b. dbra

lc. dbra

A megoldasokat (az érint6 koroket) csoportokba rendezhetjiik tgy, hogy a kordket és egyeneseket iranyitjuk, és csak
olyan érintést engediink meg, amikor az egymaést érinté koroknek és egyeneseknek az irdnya is megegyezik. Az 1.a abran
a nyilacskak jelzik az egyik lehetséges irdnyitast; a nyolc érinté kor koziil ketts felel meg ennek a szigortabb feltételnek.
Vilagos, hogy csak annak van jelentGsége, hogy k1, ko, ks kozilil mely parok azonos vagy ellentétes iranyitasuak, tehat
a megoldasokat négy (esetleg iires) csoportba osztottuk. Erdemes a feladatot igy is megfogalmazni:

LA cikksorozat a Rényi Intézet és a Sztaki tamogatasaval késziilt.
ZPergai Apolloniusz ( Amoldviog 6 Tlepyoiog) gordg matematikus és csillagasz, Kr.e. 2-3. szazad.



Iranyitott Apolloniusz-feladat: Adott hdrom irdnyitott kér, ki, ke €és ks. Szerkesszik meg az dsszes
olyan m irdnyitott kort, amely ki, ko és ks mindegyikét érinti ugy, hogy az érintési pontokban a kordk
wdnya azonos.

Az Apolléniusz-feladatra sokféle megoldés ismert; talan a legszebb Gergonneﬁ szerkesztése. A cikksorozatnak ebben
az utolsd utani részében az 6 szerkesztését szeretném bemutatni.

Az azonos sugari korok esete

Ha k1, ko és ks irdnyitasa azonos (mondjuk pozitiv), és a sugaruk ugyanakkora, akkor kénnyt dolgunk van. Legyen
a harom kor kézéppontja Ki, Ko, illetve K3, a kozos sugar r. Rajzoljuk meg a K, Ko, K3 pontokon atmend c kort;
ennek kézéppontja legyen O, sugara rg. (El6fordulhat, hogy ro < r.) Kénnyd meggondolni, hogy a feladatnak két
megoldéasa van, az O kdzéppontu, |ro — r| sugara my kor és az ro + r sugara mq kor (2. dbra).

fa (5
bﬁ‘

2. dbra

Az altalanos esetet megprobalhatjuk visszavezetni az egyenld sugari esetre, ehhez hasznos és kézenfekvs eszkoz
az inverzio: kereshetiink egy olyan inverziot, vagy inverziok egymas utanjat, amely el6bb két, majd végiil mindharom
kort ugyanakkora sugart, és azonos irdnyitasu korbe képezi. Helyette inkadbb egy maésik irdnyt szeretnék mutatni,
amely nem fog minden esetben miikddni, de j6l bemutatja a Gergonne-féle szerkesztést, és hogy milyen matematikai
érdekességek vannak mogotte.

Azonos sugart korok a félsikmodellben

A cikksorozat 6. részében mar lattunk példakat arra, hogy a Poincaré-féle félsikmodellben kiilonb6z6 mérettinek
latszo korvonalak mégis lehetnek ,ugyanakkorak™ két korvonal akkor ,ugyanakkora”, ha a kiils6 hasonl6sagi pontjuk
a félsikmodell hatarara esik. Nosza, szerkessziik meg az iranyitott ki, ko és ks koreink parjainak hasonlésagi pontjait;
legyen k; és k; hasonlésagi pontja H;;. A Monge-tételbdl tudjuk, hogy a harom hasonlésigi pont egy h egyenesre
esik; ha szerencsénk van, akkor a h-nak ugyanazon az oldalan van ki, ks és ks; ezt a félsikot fogjuk a félsikmodellnek
tekinteni. A k; kor kozéppontja’ a modellben legyen K;, és legyen r a kozos ,sugar”. Rajzoljuk meg ismét a K1, Ko, K3
pontokon atmend ¢ korvonalat; ismét csak ha szerencsénk van, akkor c teljes egészében a félsik belsejébe esik, vagyis
egy hiperbolikus ,kor”. Legyen ¢ modellbeli ,kézéppontja” az O pont. A feladat két megoldasat, az my és meo kordket
ugy kapjuk, hogy ugyanezzel a kézépponttal rajzolunk egy r-rel kisebb, és egy r-rel nagyobb sugart kort (3. dbra).

3 Joseph Diez Gergonne francia matematikus, 1771-1859.



3. dbra

Azt gondolhatnank, hogy ezzel vége, megszerkesztettiik a két érinté kort, de inkabb tanulméanyozzuk tovabb az ab-
rat; a lényeg csak ezutan kovetkezik. Jeloljik T;-vel, illetve U;-vel a k; érintési pontjat az my, illetve az mo korrel.
A T; pont a k; és az mq kiils6 hasonlosagi pontja, az U; pedig k; és mq kiils6 hasonlésagi pontja; a Monge-tétel miatt
a T;U; egyenes atmegy m; és mq belsé hasonlosagi pontjan; jeloljiik ezt R-rel.

Rajzoljuk meg az O és K; pontokat 6sszekots e; egyeneseket” is, amelyek a hatarra mer6leges félkornek latszanak.
(Ezzel mar kilenc kort zsufoltunk 6ssze az dbran.) A félkorok meghosszabbitasai atmennek az O pont h-ra vonatkozo
tiikorképén, az O' ponton. A ¢, m1, ma korok kozos ,kozéppontja” az O pont, ezért a latszolagos kozéppontjaik az OO’
egyenesre esnek, igy az R pont is az OO’ egyenesen van.

Az els6 fontos észrevételiink, hogy az R pontnak a ki, ko, ks és e1, es, es korokre vonatkozo hatvanya ugyanaz:
az ROO’ egyenes az e1, €2, ez kordk kozos hatvanyvonala, k; és e; hatvanyvonala pedig az RT;U; egyenes. Tehat: az
R pont a ky, ko, ks korék hatvdnypontja.

Legyen most X; az e; félkor kozéppontja. Az e; félkor atmegy k; ,kozéppontjan”, ezért merdleges k;-re; emiatt
az X;T; és X;U; szakaszok a k; érintGi. A k; korben a T;U; egyenes az X; pont polarisa; mivel X; a h egyenesen van,
az RT;U; egyenes dtmegy a h egyenes k;-re vonatkozd polusin (az abran P;-vel jeloltem).

Gergonne szerkesztése az Apolloniusz-feladatra
Az el6bbi okoskodasbol elhagyhatjuk a félsikmodellt, a ¢ és az e; kordket, és leolvashatjuk Gergonne modszerét.

Gergonne szerkesztése: Legyen ki, ko €s ks hatvdnypontja R, jelolje k; és k; hasonlosdgi pontjat H;;.
A hdrom hasonlosdgi pont egyenese legyen h, és a k; kiorben legyen h pdlusa a P; pont. Az irdnyitott
Apolloniusz-feladatnak akkor létezik megolddsa, mégpedig pontosan kettd, ha mindegyik k; kort elmetszi
a megfeleld RP; egyenes, és a két metszéspont éppen a k; két érintési pontja a két megoldds korrel.

Egy igazan j6 szerkesztési eljarastol elvarjuk, hogy az Osszes megoldast megtalalja, és lehetSleg ne produkiljon
hamis megoldéasokat, amelyeket tovabb kell valogatnunk. A fenti szerkesztésben van egy kis bizonytalansag: a modszer
mindegyik k; koron megadja a két megoldas érintési pontjait, de azt még el kell donteniink, hogy mely érintési pontok
tartoznak ugyanahhoz a koérhoz.

Gergonne eljarasa megszerkeszti a megoldasokat

Elsbb azt fogjuk ellenérizni, hogy ha az irdnyitott Apolloniusz-feladatnak létezik megoldasa, akkor Gergonne
modszere megszerkeszti ezt a megoldast, mégpedig két kiillonbozd kort, és a két megoldas érintési pontjainak megkii-
lonbdztetésére is mutatunk egy egyszerd modszert.

Tegyiik fel, hogy valamilyen m; irdnyitott kor megoldasa az iranyitott Apolloniusz-feladatnak; mq és k; érintési
pontjat jelolje T;.

Elgszor megszerkesztjiik a masik megoldast. Legyen az R hatvanypontnak a ki, ko, k3 korokre vonatkozo kozos
hatvanya A. Az R kozépponti, \ paraméterti inverzid] a k1, ko, ks koroket énmagukra képezi; A > 0 esetén az iranyi-
tasukat megforditja. Jeloljik T; inverzét U;-vel, és my inverzét ma-vel; ha A > 0, akkor mso legyen mq-gyel ellentétes

4Pozitiv \ esetén a VA sugara korre vonatkozo inverzio, negativ A esetén a +/|A| sugart korre vonatkozo inverzio tiikdrképe.



irdnyitasa. Az inverzid érintéstartosaga miatt az mo kor érinti mindegyik k; kort az U; pontban, és az iranyitasuk is
megegyezik. Tehat mq egy masik megoldasa a feladatnak.

Az mq, k; és k; irdnyitott korok paronként vett hasonlosagi pontjai T, T és H;;; ezek a Monge-tétel szerint egy
egyenesen vannak; ugyanigy, az mo, k; és k; korok paronként vett hasonlosagi pontjai, az U;, U; és H;; is egy egyenesen
vannak (4. dbra).

4. dbra

Az mg szerkesztése miatt RTy - RU; = RT5- RUy = A, ezért Th, Ty, U, Us egy ¢ koron van. A ¢ és m; hatvanyvonala
a ThT, egyenes, a ¢ és mo hatvanyvonala az U1Us egyenes. A két hatvanyvonal metszéspontja a Hio pont, tehat Hio
hatvanya az m; és my korokre ugyanakkora. Ugyanez igaz a His és a Hos pontokra is; ebbdl latjuk, hogy a h egyenes
az my és az my hatvanyvonala.

Most htizzuk meg kq k6z0s érint6it az mq és mo egyenesekkel; ezek metszéspontja legyen X. A T1 X egyenes a ky és
m1 hatvanyvonala, az U; X egyenes pedig a k; és mo hatvanyvonala, tehat X rajta van az m; és my hatvanyvonalan
is, ami — mint lattuk — a h. Masrészt a T1U; egyenes az X pont polarisa a k; korben; mivel h dtmegy az X ponton,
az X polérisa is atmegy a h poélusan, a P, ponton. Tehat a P, pont az RT1U; egyenesen van. Ugyanigy lathatjuk,
hogy az RT,U, és az RT3U;3 egyenes is atmegy Po-n, illetve Ps-on.

Ezzel ellendriztiik, hogy Gergonne moédszere tényleg megszerkeszti a megoldasokat. Az is latszik, hogy a hat érintési
pontot hogyan kell két harmas csoportba osztanunk: ha mar eldontottiik, hogy mondjuk a k; kor és az RP; egyenes
két metszéspontja koziil melyik a T és melyik az Uy, akkor a tovabbi négy metszéspont koziil T az, amelyik a Hq;T}
egyenesen, U; pedig az, amelyik a H1;U; egyenesen van (j = 2, 3).

Ha szamitogéppel szeretnénk abrat rajzolni a szerkesztéshez, akkor Ty és U, kijelolése utan a T; és az U; pontot
az RP; egyenes és a Hy;T1, illetve RP; és H,;U; metszéspontjaként érdemes definidlnunk.

Gergonne eljarasa csak a megoldasokat szerkeszti meg

A megforditas is igaz: amit Gergonne moédszere megszerkeszt, azok valdoban megoldasok.

A ky kor és az RP; egyenes két metszéspontjat bettzziik meg Ti-gyel és Up-gyel. A két megoldast ugy fogjuk
megszerkeszteni, hogy a ky kort a T1, illetve az Uy ponthdl felnagyitjuk. A Ty, Us, T3, Us pontokat mashogy fogjuk
definialni, de végiil ugyanazok a pontok lesznek.

Legyen a kj kor mésodik metszéspontja a H12Ty és a HioUp egyenessel A, illetve B. ElGszor megmutatjuk, hogy
az AB egyenes atmegy a P; ponton. Vizsgaljuk a kj korbe irt T1U1 AB négyszoget a ki-re vonatkozd polaritas szerint.
Legyen az AU, és BT egyenesek metszéspontja Y, az AB és T1U; egyenesek metszéspontja pedig Z.

A H1,Y Z haromszog autopolaris, ezért a Z pont poléarisa a H12Y egyenes, és ezen rajta van a T1U; egyenes polusa,
az X pont is. Tehdt Z polarisa a h egyenes, és Z = P;.

A Ky kort kézéppontosan a ke korbe nagyithatjuk a Hys pontbol; az A, B, Ty, Uy pontok képét jeldljiik rendre 75,
Us, C-vel, illetve D-vel; a P; pont képe P>. Mivel

_ HpTy - HipA HyoTh - HioTo

1= = ;
HoUy - Hi2B HipUp - HipUs

a Ty, Uy, Ty, Us pontok egy koron vannak. A ki, ko és a T1U1ToUs korok hatvanypontja R, emiatt a ToUs Pe egyenes
atmegy R-en is. Tehat T és Us valoban a ko kor és az RP, egyenes két metszéspontja (5. dbra).



Vegyiik észre, hogy a T1PiA és CP,Ty haromszogek hasonlok, mert a megfelel§ oldalaik parhuzamosak; a két
haromszoget ugyanaz a His kozépponti nagyitas viszi egymasba, mint a k1 és a ko kort; emiatt a k; kor Ti-ben és
A-ban huazott érint6i parhuzamosak a ko kor C-ben, illetve T5-ben huzott érintGivel.

TR

Nagyitsuk a T pontbol a k; kort -szeresére; a ki képe legyen az m, iranyitott kor: az m, kor a 7T pontban
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érinti ki-et, és Thr-ben érinti ka-t, és az iranyuk is megegyezik.

UiR

Hasonléan, nagyitsuk az U; pontbol a k; kort -szeresére, az igy kapott kor legyen mo. A T; és U; pontok
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felcserélésével ugyanigy kapjuk, hogy az mo kor az U; pontban érinti ki-et, és Us-ben érinti ko-t.

Ugyanezt elmondhatjuk a ko helyett a k3 korrel is, igy definidljuk a T35 és Us pontokat. Mivel az m; és mo

érinti a T3, illetve az Us pontban.

Feladatok

1. Szerkessziik meg azokat a koroket, amelyek dtmennek két adott ponton, és érintenek egy adott egyenest.
2. Szerkessziik meg azokat a koroket, amelyek dtmennek egy adott ponton, és érintenek két adott egyenest.

3. Az ABC haromszogbe irt kor a BC oldalt a D pontban érinti. A BC oldalhoz hozzairt kor kézéppontjat D-vel
0sszekots egyenes a beirt kort masodszor a T pontban metszi. Mutassuk meg, hogy a BT'C kor érinti a beirt kort.

4. A korokre illesztett kiupokkal igazoljuk, hogy az iranyitott Apolloniusz-feladatnak nulla vagy két megoldasa van.

Fuss el véle

Ideje ezt a hosszira nyult sorozatot befejezni, a tanévnek is a végére értiink. Mindenkinek készonom a figyelmet
és a tiirelmet; kiilondsen azoknak, akik végigolvastak, és a feladatokon is gondolkodtak.



