Vezet6 henger mozgasa homogén magneses térben

Fizika feladatok megoldasa soran nagy szerephez jutnak bizonyos ,triilkkok”, ,mesterfogasok”. Ezen iras célja, hogy
egy érdekes és tanulsagos példan keresztiil két hasznos eljarast is bemutasson, amelyek segitségével — bizonyos esetek-
ben — fémek elektromos térben val6 ,yiselkedése” leirhato.

A probléma

Feladatunk, hogy leirjuk, milyen toltéselrendezédés alakul ki egy hosszt, vékony fali fémhenger feliiletén, ha a fém-
hengert homogén magneses térbe helyezziik, majd az indukcidévonalakra meréleges iranyban kis sebességgel (a fény-
sebességnél sokkal lassabban) mozgatjuk. Legyen a henger sugara R, sebességének nagységa vg, a magneses indukcid
nagyséiga pedig B.

A vezet6 hengerben szabad toltéshordozok vannak, melyek elmozdulhatnak, igy a semleges testben megvéltozhat
a toltéseloszlas. Ha a feladatot az ,,allo” K vonatkoztatasi rendszerben probaljuk megoldani, akkor az reményteleniil
bonyolultta vélik. Probalkozzunk meg olyan K’ rendszerben dolgozni, ami a hengerrel egyiitt vg sebességgel mozog
a magneses térre és a henger tengelyére merdleges iranyban (1. dbra). (Vegyiik észre, hogy a K’ rendszer is inercia-
rendszer, hiszen a sebessége K-hoz képest id6ben allando.) A K’ rendszerben a henger 4ll, tehat a benne 1évs szabad
toltéshordozokra (az elektronokra) biztosan nem hat a méagneses térbdl szarmazé Lorentz-erd. A mozgo rendszerbe
valo attéréssel latszolag kikiiszoboltiik a henger mozgasabol fakadé nehézséget, azonban — mint latni fogjuk — ennek
az attérésnek ,Aara” van.

1. dbra. Homogén magneses térben mozgo6 fémhenger

Az egyszertiség kedvéért a henger helyett vizsgaljunk csak egyetlen ponttoltést, amely homogén magneses és elekt-
romos mez6ben mozog! Legyen a pontszeri test sebességvektora v, a toltése @), a magneses indukcié vektora B,
az elektromos térerdsségvektor pedig E. A ponttoltésre hato erd az 4ll6 rendszerben:

F=0Q(vxB)+QE.

Uljiink most egy vo sebességgel mozgd vonatkoztatasi rendszerbe, és irjuk fel a részecskére hato erét ebben a (vesszdsen
jelolt) rendszerben is:
F’ =Q(v-vg) x B’+ QE".

Hasonlitsuk 6ssze a két rendszerben felirt erét! Mivel mindkét vonatkoztatési rendszer inerciarendszer, nyilvan
teljesiil, hogy F = F' (hiszen a toltott részecske gyorsulasa ugyanakkora mindkét inerciarendszerben), vagyis fennall:

vx(B—B’)+ E+ (vox B')— E' =0.
A részecske (tetszOleges iranyu) v sebességével aranyos tag elttinésébdl
B' =B,

a sebességeétdl fiiggetlen tagokbol pedig
E'=E + (vo x B)

adodik[]
A szamunkra fontos esetben, amikor az 4ll6 rendszerben nincs elektromos tér, vagyis E = 0, a mozg6 rendszerben
tapasztalhatdé homogén elektromos mez§ térerdsségvektora:

E’ =wvy x B.

! Bzek a transzformacios képletek csak v < c esetén érvényes, kozelitGleg helyes Gsszefiiggések. A fénysebességgel Ssszemérhetd sebességi
mozgasoknal (ami egy makroszkopikus testnél megvalosithatatlan) a B térerdsség is megvaltozik.



Visszatérve az eredeti problémahoz a feladatunk nem mas, mint meghatarozni, milyen toltéselrendez&dés alakul ki
egy homogén fémhenger feliiletén, ha a tengelyére meréleges, homogén elektromos térbe helyezziik, melynek nagysaga

(1) E() = ’U()B.

A kovetkezdkben két kiilonb6z6 modszerrel is megoldjuk ezt a feladatot. Az egyik matematikailag konnyebb, &m egy
szokatlan gondolatot (,mesterfogast”) igényel. A masik eljaras a tiikortoltés modszerét alkalmazza; ez talan hamarabb
eszlinkbe juthat, azonban a szamolas hosszadalmasabb.

A szuperpozicié modszere

Az els6 megoldas sorén egy olyan triikkel éliink, amely ugyan elég speciélis, azonban hasznos lehet hasonlé jellegii
elektrosztatikai feladatok megoldasanal. A fémek belsejében egyensulyi adllapotban nem lehet elektromos tér, igy olyan
toltéselrendezést keresiink, amelyet az eredeti, kilsd térre szuperpondlva a henger belsejében zérus elektromos teret
eredményez.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen az elektromos tere egy egyenletes térfogati toltésstirtiséggel rendelkezs, hosszt hen-
gernek a henger belsejében. Ehhez a Gauss-féle fluxustorvényt fogjuk felirni a henger egy h hosszisagu darabjara.
Az elrendezés forgasszimmetrikus, a térerGsség erévonalai sugarirdnytak, a térerésségvektor nagysagat meghatarozo
Osszefiiggés pedig

ohr®m

= 2rthE(r).
€o
A fenti Gsszefiiggésben p a henger térfogati toltésstriségeét, » pedig a henger tengelyétl mért tavolsagot jeloli. Mivel
most csak az r < R esetet vizsgaljuk, ennek megfelelGen irtuk fel a Gauss-torvényt. Rendezve az egyenletet az elekt-
romos térerdsség nagysagara ezt kapjuk:
B(r) =22,
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Vizsgaljunk most két hengert, az egyik (a P kézéppontu) henger pozitiv, a masik (a @ kézéppontu) pedig negativ
térfogati toltésstriséggel rendelkezik (2. dbra). Tekintsiink egy tetszGleges A pontot a mindkét henger altal lefedett
részen! A PQ), PA és QA vektorok segitségével, illetve az elektromos térerdsségvektor nagysagara kapott Osszefliggés
felhasznalasaval az A pontban az elektromos térerGsség a kovetkezd alakban irhato fel:

2. dbra. Ellentétesen toltott hengerek

— —
(2) Ei=2Pi-20i-2P0
250 250 250
Latjuk, hogy a két henger atfedd részén az elektromos térerésség vektora nem fiigg az A pont helyzetétsl, tehat valoban
homogén elektromos mez6 alakul ki. Mi a helyzet azon részekkel, ahol nincs a hengerek k6zott atfedés? A PQ, valamint
PG szakaszok altal bezart szoget jeloljik p-vel. Ha a PQ tavolsag x, akkor a GF' szakasz hossza

(3) d=xcosp.

(Kihasznaltuk, hogy a GH szakasz hossza éppen z, és a két henger tengelye kellen kozel van egymashoz, emiatt
az F'H koriv egy rovid, egyenes szakasszal kozelithetd.)

Tekintsiink egy keskeny, AA teriileti savot a henger feliiletén! A t6ltés ebben a részben a kdvetkezs alakban irhatd
fel:

(4) nAA = dpAA,

ahol p az egységnyi térfogatban 1évs toltés nagysaga, n pedig az egységnyi feliilet toltése (feliileti toltésstriiség). Mivel
a kiilsé tér nagysaga (1) szerint vo B, igy Ea = voB, hiszen ekkor lesz zérus elektromos tér a fémen beliil. A (2)—(3)—(4)
egyenletek alapjan a feliileti toltéssiriség mar konnyen kiszamithato:

(5) N = 2e9v9 B cos ¢.



A két, ellentétesen toltott henger segitségével létrehozott elektromos tér a kiils elektromos térrel egyiitt éppen olyan
eredd teret ad, amely a fémhengeren belill elttinik. A kapott eredmény szerint a feliileti toltésstrtség fiigg a henger
feliiletén megvalasztott pont helyétsl. A méasodik megoldés soran azt is latni fogjuk, hogy a szogfiiggés milyen fizikai
tartalommal bir.

Tiikortoltések 2 dimenziéban

A masodik megoldéas soran a tiikortoltés modszerét fogjuk alkalmazni. Ez a modszer kivaloan alkalmazhato ,magas-
foku” szimmetriaval rendelkezd toltéselrendezGdések estén, bizonyos esetekben azonban a szamitasok hosszadalmassa
valhatnak. Az aldbbiakban ismertetésre keriil6 modszer alkalmas lehet még elektromosan feltoltott szalak és fémhen-
gerek kozotti er6hatés, illetve parhuzamos fémhengerek kapacitasanak meghatarozasara is.

A tiikortoltés modszer alkalmazésa specialis geometriai viszonyokat kivan. Jol ismert, hogy egy fémsik (fémsikok)
vagy egy fémgdmb kozelében elhelyezkeds pontszerd toltés és a fém egyiittes elektromos tere olyan lesz, mintha
a valodi toltésen kivil egy alkalmas helyen elhelyezkeds és alkalmas nagysagi masik toltés (tikortoltés) is jelen
lenne. (Ez az er6tér csak a fémfeliilet egyik oldalan, a valodi toltést tartalmazo térrészben érvényes, a masik oldalon
az elektromos térerdsség nulla.)

Esetiinkben nem ilyen egyszerii a helyzet. A hosszi henger eltolasi szimmetriajabol kiindulva megsejthetjiik, hogy
hosszi, egyenletesen feltoltott szigetels szalak elektromos terét érdemes vizsgalnunk. Tekintsiink két hosszu, parhuza-
mos, elektromosan t6ltott szalat, melyeken a vonalmenti toltéssirtiség (vagyis ez egységnyi hosszon talalhatod toltés)
£. Legyen a két szal egymastol 2d tavolsagban (d > R), a fémhenger szimmetriatengelye pedig a szalakkal parhuza-
mosan, azok kozott félaton”, a szalaktél d tavolsdgban helyezkedjék el.

Az elektromos tér nagysagat egy-egy szal esetén a Gauss-torvény alkalmazéasaval kaphatjuk meg, majd a szuper-
pozici6 elvét alkalmazva kiszamithatjuk az eredé teret. Egyetlen szal esetén az elektromos térerGsségvektor nagysaga
a szaltol r tavolsagban \

1

Ega(r) = Sreg

irdnya pedig a szalra merdleges (tehat sugariranya) lesz. Mivel a A és —\ toltésstriségl szalak a hengertSl messze
talalhatok, igy a henger ,helyén” j6 kozelitéssel homogén elektromos tér alakul ki, amelynek nagyséaga:

Al
(6) Ey = mend’

A tiikortoltések (pontosabban fogalmazva: a tiikorszalak) helyét agy kell megvalasztani, hogy a fémhenger feliilete
ekvipotencialis legyen. (Ilyenkor az elektromos térergsségvektor a feliilet barmely pontjaban meréleges a feliilet érin-
tGsikjara, an. normdlis irdnyid.) Helyezziink el — gondolatban — a henger szimmetriatengelyétsl x tévolsdgban, a két
tavoli toltott szal altal meghatarozott sikban egy p, az ,atellenes” helyen pedig —pu vonalmenti toltésstrtiséggel ellatott
széalat (3. dbra).

8. dbra. Toltéselrendezés a tiikortoltéses modszer alkalmazasanal

Megjegyzés. A tiikortoltések nagysagat azért valasztottuk A-tol (elvben) fiiggetlennek, mert egy fémgdmb esetében a tiikor-
toltés modszere akkor mikodik, ha kiilénb6z6 helyekre kiilonb6z6 nagysagi toltéseket helyeziink el. Késébb latni fogjuk, hogy
a fémhenger csak a p = X valasztas lesz eredményes.

A szélak koziil valasszuk ki példaul a A és —p vonalmenti toltésstrtségd part, majd vizsgaljuk meg ezek eredd
potencialfiiggvényét. Ennek a fliggvénynek az allandosagat szeretnénk elérni a fémhenger feliilete mentén. (A masik
két szalat azért hagyjuk figyelmen kiviil, mert az elrendezés szimmetrikus. Ha az emlitett két szal tere ekvipotencialis
a hengerfeliileten, akkor a masik két szal tere is az lesz, tehat a négy szal eredd potencialja is allandd nagysagu
a feliileten.)

A potencialfiiggvény felirasdhoz elGszor tekintsiink egyetlen egy szalat, amelynek vonalmenti toltésstirtisége \*,
és vizsgaljuk meg, hogy mekkora munkavégzéssel tudunk egy ¢ nagysagi préobatoltést az onkényesen kivalasztott



ro tavolsadgi pontbodl sugariranyban mozgatva a szaltol r tavolsagra 1évé pontba juttatni. A mozgatashoz sziikséges

eré a szaltol ' tavolsdgban
AF 1
F(r') = —qB() = — 22—
(") = ~aBl") =~

Ez az er6 valtozo nagysagu, ezért a teljes munkavégzést, ami qU (r)-rel egyenls, a kicsiny elmozdulasokon végzett
munkak Osszegzésével (integralasaval) szamithatjuk ki:

A e Ar g\ [7 dr!
Uy =S AW =S F()Ar' = 12 AT A
qu(r) Z Z (r')Ar 2me Z T 2reg Jpy T
T'=7r0o
:_q/\ (Inr —Inrp).
TEQ

Megallapithatjuk tehat, hogy egyetlen toltott szal elektromos potencialfiiggvénye:

*

A
U(r)=— 5 Inr + allando.

TEQ

(Az allando értéeke a potencial nullpontjanak, vagyis ro-nak megvalasztasatol fligg. Ezt a nullpontot — a ponttoltés
haromdimenzioés esetétdl eltéréen — nem tehetjiik a ,yégtelen” tavoli pontba, de nyilvan nem valaszthatjuk a szal helyét
sem kiindulési pontnak.)

Visszatérve az eredeti elrendezéshez azt kapjuk, hogy a \* = +)\ vonalmenti t6ltésstriiséggel ellatott szaltol 7y,
a A" = —p vonalmenti toltéssiirtiséggel ellatott szaltol pedig ro tavolsagra 1évé pontban a potencial értéke:

U= A In(r) — 2,u

= 1 all o}
e p— n(rg) + allando

Mivel a henger feliilete ekvipotencialis, teljesiilnie kell az

()
(r2)"
feltételnek. Mar az okor 6ta ismert az a geometriai tétel, miszerint a sik azon pontjai, amelyek két adott ponttdl mért
tavolsagainak aranya allando, egy koron (az an. Apolléniosz-kéron) helyezkednek el. Eszerint a (7) egyenlet csak akkor
hataroz meg a sikban egy kort (a térben pedig hengerfeliiletet), ha A = p, mert ilyen esetben 7 /re = allando.

Hatravan még az z tavolsag meghatarozasa. Tekintsiik ismét a kordbban kivalasztott két szal potencialjat! Az A
és a B pontokban a potencial egyenl&ségét felhasznélva irhatjuk, hogy

A d—R A d+ R
Ua 2meg " (R—x) Us 2meg " (R+:z:>

A logaritmusfiiggvény monotonitasat kihasznalva, tovibba az argumentumokat dsszevetve adddik, hogy

= 4llando

(7)

d—R d+R
R—x R+a’
vagyis teljesiil, hogy
R2

Mivel d (R-hez viszonyitva) nagyon nagy, (6) szerint A\-nak is nagyon nagynak, (8) miatt pedig z-nek nagyon kicsinek
kell lennie. Az egymashoz nagyon kozel (2z tavolsagra) 1lévs, nagy, de ellentétes toltést szalat az egymashoz kozeli,
ellentétes elGjeli ponttoltések mintajara (kétdimenzios) dipolusnak nevezhetjik. A szalak vonalmenti toltésstirtiségének
és a tavolsaguknak szorzata

p = 2z = 21egR2Ey = 2meq R%vy B.

Ez a mennyiség, amit (kétdimenzios) dipolmomentumnak (dip6lnyomatéknak,
dipolerdsségnek) neveznek, még a d — oo hataresetben is véges nagysagi marad.

Azt az érdekes eredményt kaptuk, hogy a homogén elektromos mezgbe helyezett, az elektromos térerésségvektorra
merGleges tengelyd fémhengernek az elektromos megosztas hatasara kialakul6é tere a hengeren kiviil olyan, mintha
a fémhenger tengelye mentén egy megfeleld erésségi dipodlus is jelen lenne. Az ered§ elektromos tér a dipdlus erdterének
és a kiils6 (homogén) erdtérnek vektori dsszege. Ha est az eredd teret meghatéarozzuk, abbol mar kénnyen leolvashatjuk
a fémhenger feliiletére keriils toltések mennyiségét és eloszlasat.

Tekintsiink egy p erGsségi dipolt, amit egy negativ és egy pozitiv toltési szal alkot. A dipolerGsséget olyan p
vektorral adhatjuk meg, amely a negativ toltésd szaltél a pozitiv felé mutat, nagysaga pedig p. Hatérozzuk meg
az elektromos térerGsségvektor nagysagat és irdnyat a dipolustol r tavolsidgban, a p vektorra mer6leges, illetve azzal
parhuzamos irdnyban (4. dbra)! Ezeket az irdnyokat Gauss-féle fohelyzeteknek nevezik.



4. dbra. Dipo6lusszal tere a Gauss-féle f6helyzetekben

Szamitsuk ki a két szal eredd térerSsségét az A és B pontokban! (Kihasznaljuk, hogy 2z < r.) Mivel egyetlen szal
térerdssége
A

E(r)=+
(r) 2rmey’

az eredd tér nagysaga a Gauss-féle fGhelyzetekben:

A A p 1
EB - - ~ R
2rmeg  2(r 4 2x)mey  2meg 12

illetve
2\ =z p 1

Ey

= Ormeg v 2meq 12
Latjuk, hogy a térerdsségek nagysaga a f6helyzetekben ugyanakkora, de az iranyuk ellentétes (lasd a 4. abrat).

Ha nem a Gauss-féle f6helyzetekre vagyunk kivancsiak, hanem tetszéleges pontban keressiik az elektromos térerGs-
séget, akkor az 5. dbrdnak megfelelGen érdemes felbontani a dipélusmomentum-vektort a dipélus tengelyével ¢ szoget
bezaro irdnnyal parhuzamos

py=p COos @
nagysagu, és erre az iranyra merdleges

pL =pcosy
nagyséagu vektorkomponensek Osszegére.

Ha a ,komponensdipdlusokra” felirjuk a Gauss-féle f6helyzeteknek megfelel6 egyenleteket, akkor mar konnyen ki-
szamithatjuk az elektromos térerdsség nagysagat a kérdéses pontban, az irdnyat pedig a vektordsszeadas alapjan
kaphatjuk meg. A dip6lustol a vizsgalt pontba mutat6 vektorral parhuzamos (n. normaélis irdny) térergsséghez csak
p|, az erre merdleges (n. tangenciélis) komponenshez pedig csak p; ad jarulékot.

E(r)

N7

Py P,
p
5. dbra. Dipo6lusszal elektromos tere tetszéleges pontban

Az eredeti probléméhoz visszatérve tehéat a henger egy adott pontjaban meg kell hatarozni a dipolus altal keltett
elektromos térerGsség nagysagat és iranyat, majd ehhez hozzavenni a kiils elektromos teret. A henger esetén az R
helyvektora pontban, mely a dipolus tengelyével o szoget zar be, a dipdlus tere altal létrehozott tangencialis és normaélis
irdnyu térerésség-komponensek:

ol . .
EYPO — 40 Bsin o, E4iPel — 4 B cos .

Ehhez vegyiik hozza a kiils6 elektromos tér tangencialis és normalis komponensét, melyek

EXs6 — g Bsin g, EXUIs6 — 40 B cos .



A kiils6 tér tangencialis komponense ellentétes iranyu a dipolus terének tangencialis komponensével. Eszerint az eredd
térergsségnek valoban csak normaélis komponense van, melynek nagysaga:

Ered8 — 940 B cos .
A fém belsejében az elektromos térersség nulla, tehat az eredd tér normal komponensének ,ugrasa” is 2vg B cos ¢.

A feliileti toltésstirtség a térerGsség normal komponensének ugrasa és e szorzata. (Ezt ugy lathatjuk be, hogy
— gondolatban — koriilvessziik a feliilet egy kicsiny részét egy lapos, zart ,,dobozzal”’, majd alkalmazzuk erre a dobozra
a Gauss-térvényt.)

Ezek szerint a feliileti toltéssiirtiség a B indukcidéja méagneses térben v sebességgel mozgod fémcesénél (vagy tomor
fémhengernél)

1(p) = 2e0v9 B cos v,

Osszhangban az els6 modszerrel kapott (5) eredménnyel.

Megjegyzés. A mozgo fém feliiletén kialakulé elektromos toltésstrtiség nagysaga nem fiigg attol, hogy egy vékony fald csévet,
vagy pedig egy tomor fémrudat mozgatunk a magneses térben. Hibas tehat az a naiv sejtés, miszerint a tomor riadban sokkal
t6bb szabadon mozgd toltés lévén, azokbol a megosztas soran sokkal tobbet lehet a feliiletre  htizni”, mint a vékony fali cs6
esetében. A feliiletre kiiil6 t6ltések mennyiségét nem a rendelkezésre allo elektronok szama, hanem a kiegyensilyozando kiilsg
tér nagysaga hatarozza meg.

A bemutatott probléma szép példaja annak, amikor egy fizika feladatnak tobb, lényegileg kiilonb6z8 megoldéasa
van, és mindegyikbdl sokat tanulhatunk. A bemutatott 6tletek nem djdonsagok, hanem kevésbé ismert ,triikkok”, ezen
iras egyik célja, hogy Osszefoglalja azokat.

Fontos megjegyezni, hogy habar a henger mozog, a hozza rogzitett rendszer inerciarendszer, igy az elektrosztatika
torvenyeit a megszokott alakban irhatjuk fel. Nem ez a helyzet, ha a henger gyorsul. Erdekes, a cikkben targyaltakhoz
hasonl6 gondolatokat igénylé példakat taldlunk a K6MaL korabban kittizott feladatai kozott (lasd pl. a 3191., 3322.,
3600., 4032., 4604., 4926. feladatot), illetve a 833+ Furfangos Feladat Fizikdbol cimi feladatgyjteményben. A cikkben
leirtakhoz kapcsolodd, ajanlott irodalom még: Feynman — Leighton —Sands: Mai fizika, V-VI.
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