I. rész

1. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kovetkezd egyenletet:

2 —14 =222 +1. (6 pont)

b) Oldjuk meg a valds szamok halmazdin a kovetkezd egyenletrendszert:

22y 1
202 +y 2
1222y 1
422 +3y 5

(7 pont)

Megoldas. a) A gydkjel alatti mennyiség mindig pozitiv. Az egyenlet bal oldala nem lehet negativ, azaz
2 —14>0; 2 > 14.

Vezessiink be 1j ismeretlent, azaz legyen
a=+vz2+1 (>0).

Ekkor az egyenletiink az
22 +1—-15=a’—-15=2aq, a?—2a—15=0

alakot veszi fel. Ennek megoldasai a; = 5, as = —3. Ebbdl csak az a; johet szamitasba az elGjel miatt, azaz
a1 =5=va2+ 1, 25 =22+ 1, z? =24, = +v24 = +2V/6.

A kapott gyokoket az ellenérzés jonak talalja.

b) Ha x = 0 lenne, akkor az egyenletek bal oldaldn nulla allna, mig jobb oldalan nem, tehat z # 0. Ugyanezen
gondolat alapjan kapjuk, hogy v # 0. A megoldhatosag feltétele, hogy 222 + y # 0 és 42 + 3y # 0 legyen. Vegyiik
az egyenletek reciprokait — az el6z6ek alapjan megtehetjiik — és rendezziik:

2x2+y72 4x2+3y75
222y 1222y
222 422 3
x n y , x n y 7
2r2y 222y 1222y 1222y
1 1 1 1
-+ —=2. — 4+ -—=5
Yy + 212 3y + 472
Vezessiink be Gj ismeretleneket:
1 1
a = 5 b=—.
€ Y
Az egyenletrendszer az
1
gatb=2 a+2b=4
171 ~ 3a + 4b = 60
- -b=5 -
173
alakot nyeri el. Itt a masodik egyenletb6l az els6 kétszeresét levonva kapjuk, hogy a = 52 és b = —24; azaz
1 1 1 1
=52=— 2= b=—-24== =——
a xz ) € 52 ) y 3 y 24 )
1 1
r=t—=4+—+-—.
V52 213

1 1., 1

1 1
A kapott gydkok (2—\/ﬁ’ _ﬂ) és (— 2—\/ﬁ; _ﬂ)

, az ellendrzés mindkettst jonak taldlja.



2. a) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kévetkezd egyenletet:
4% +4.277 = 5. (6 pont)
b) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kivetkezd egyenletet:
sin® x + cos® z = —2 + 3 cos 2z. (7 pont)
Megoldas. a) Vezessiink be 1j ismeretlent, legyen 2% = a (> 0). Igy
a2+%=5, a®—5a+4=0, a®—1-5a+5=0,
(a—1)(a®>+a+1)—5(a—1)=0, (a—1)(a*+a—4)=0.

Egy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényez&je nulla, azaz

a—1=0, al4+a—4=0,
-1+ V17
a; =1, a2 = =5
-1 =17

ag = ——— (< 0),

—-1++v1
2" =1, gr - Z1HVIT

2

-1+ V17

z1 =0, To zlong.

az nem ad megoldast, mivel negativ.
A kapott gyokoket az ellenérzés jonak talalja.
b) Hasznaljuk fel, hogy sin? z = 1 — cos? & és cos 2z = 2cos & — 1 igaz minden valos szamra:
(1 — cos? :10)3 +cosbz = -2+ 3(2cos’xz — 1),
1 —3cos®z+ 3cos*z — cos® z 4+ cos® x = —2 + 6 cos® x — 3,
3costz —9cos?x +6 = 0,

cos*xr —3cos?z+2=0.

Vezessiink be 4j ismeretlent, azaz a = cos” x, ekkor egyenletiink az
a>—3a+2=0

alakot veszi fel, aminek a gydkei: a3 = 2 és ay = 1. Ekkor

a; =2 =cos’x, az =1 =cos’z,
cosx = :l:\/g, cosx = =+1,
ami nem lehetséges, x=km keZ.

A kapott gyokoket az ellendrzés jonak talalja.

3. a) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kovetkezd egyenletet:

3 4 log, (z + 1)

+ log, (22 — 62 + 13)  logy(z + 1) 2 (8 pont)

1

b) Egy szabdlyos dobdkockdt hatvanszor feldobva 15 esetben kaptunk hatost. Ezt a kisérletet egymds utdn tobbszor
elvégezve mindig ehhez hasonlo eredményre jutunk. Emiatt gy sejtjik, hogy a dobokocka ,cinkelt”, azaz a hatos meg-
névelt valdszinidséggel bir. Mekkora ez a valdsziniség, ha minden 60-as sorozat esetén 15 lett a kapott érték (azaz

a vdrhato érték 15)7 (4 pont)
Megoldas. a) Az egyenlet értelmezési tartomanyat vizsgalva:
log, (2% — 62 + 13) # 0, 2% — 62 +13 > 0, logy(x + 1) # 0, r+1>0,
2% — 6z 4+ 12 # 0, (x—3)%+4>0, x40, x> —1,
(z —3)+3#0.



Osszefoglalva: —1 < z és x # 0.
L eset: —1 < x < 0. Ekkor az egyenlet jobb oldala negativ, hiszen x < 0 esetén log,(x 4+ 1) < 0, és igy

4 logy (z+1)° 4 2logy(v +1)
log,(z + 1) 2 ~ logy(z +1) 2 B
4
=———Flogy(x+1)=logy(x+1) | —5——+1
log,(z + 1) 8a( ) 8a( ) (logg(x+1) )

is negativ.
A bal oldal pozitiv, hiszen

2 — 6413 = (z —3)° +4>4,
log, (2% — 62 + 13) > log, 4 = 1,
3

1
+ log,(z? — 6z + 13)

> 1.

Ebben az intervallumban tehat nincs megoldas.
II. eset: 0 < x. Az egyenlet bal oldalanak értékkészletét vizsgalva:

2? —6r+13 = (x —3)° +4> 4,
log, (z? — 6z +13) > 1,

1
<1
log,(z% — 6z +13) —

+ 3 <4
log, (2% — 62+ 13) —

1

Az egyenlet jobb oldalat vizsgalva, kézben hasznalva egy szamtani-mértani kézép kozti egyenlGtlenséget a pozitiv
logy (x + 1) kifejezésre:

4 log, (z +1)° B
logy(z + 1) 2 B
= tlogy(r+1)>2 | ————— logy(z + 1) = 2v4 = 4,
logy(z + 1) log, (z + 1)
azaz )
4 log, (x4 1) -
logy(z + 1) 2 -

Kaptuk, hogy az egyenlet bal oldala 4 vagy kisebb, a jobb oldala 4 vagy nagyobb. Egyenl6ség akkor és csak akkor
lehet, ha mind a két oldal 4, ekkor

4

2 2
—6r+13=(z—3)7+4=4 S S 1
v v (z—38)"+ ’ logy(z + 1) ogx(z + 1),
(z —3)* =0, loga(z + 1) = 4,
x1 =3, logy(x 4+ 1) = £2,
3
ro = 3, Tr3 = —Z.

Mindkét kovetelmény csak az x = 3 esetén teljesiil, igy ez az egyenlet megoldésa.
A kapott gyokot az ellendrzés jonak talalja.
b) Legyen p annak a valoszintisége, hogy hatost dobunk, ekkor a t6bbi dobasra 1 —p adodik. Annak a valdszinisége,

hogy 60 dobésbol 15 esetben kapunk hatost:
60
P(15 a 60-bol) = (15>p15(1 —p)®.

Tekinthetjiik ezt egy binomidlis eloszlasnak.
1 1
A varhato érték np, ami az adott esetben 60-p = 15, p = 1 Ez az elvi 3 értéktdl erds eltérést mutat. Mindenképpen

igazolja a gyanut, hogy ,cinkelt” a kocka.



4. a) Egy nem dllandd szamtani sorozat elsé, mdsodik és negyedik eleméhez rendre 1-et adunk, igy egy mértani soro-
zat mdsodik, harmadik és negyedik elemét kapjuk. A mértani sorozat elsd, mdsodik és harmadik elemének az dsszege 7.
Mennyi a szamtani sorozat 1010-edik eleme? (6 pont)

b) Adott a kévetkezd sorozat:

ar = 1; nt1=3-an+1(n>1).

Adjuk meg a sorozat 2020-adik tagjdt. (7 pont)
Megoldas. a) Jeloljik a szamtani sorozat els§ elemét a-val és a differenciajat d-vel. Ekkor az els6 négy eleme
rendre a1 = a; a2 = a + d; ag = a + 2d; ag = a + 3d. Az els6, mésodik és negyedik elemhez 1-et adva egy mértani
sorozat egymdés utani harom elemét kapjuk, amelyekre igaz, hogy a kdzépsé elem négyzete a két széls6 szorzata, azaz:
(a+d+1)°=(a+1)(a+3d+1),
a?+d?>+1+2a+2d+2ad = a®+ 2a + 1+ 3ad + 3d,
d*> —ad —d =0,
dld—a—-1)=0.

Mivel a sorozat nem allando, ezért d # 0, igy d = a + 1. A szamtani sorozat: a1 = a; as = a+d =2a+1; azg = 3a+ 2;
aq = 4a + 3. Az elemekhez egyet hozzdadva:

ag=a+1; aa=2a+2; a3 =3a+3; a4 =4a+4.

Ezek koziil az els§, masodik és negyedik tényleg egy mértani sorozat elemei, melynek a hanyadosa ¢ = 2.
Az els6, masodik és harmadik elem Osszege 7 a feladat szerint, tehat

1 7
a;r +(a+1)+2(a+1)=T7, (a+1)-§:7, a=1.

Ekkor d = 2, a kezdeti szamtani sorozat 1; 3; 5; 7. Az elemekhez egyet adva a 2; 4; 6; 8 szamokat kapjuk és a 2; 4; 8
tényleg egy mértani sorozat elemei. A 2 el6tti elem 1, és az els6 harom 6sszege 1 +2+4 = 7.

A szamtani sorozat 1010-edik eleme: a1g919 = 1 + 1009 - 2 = 2019.

b) I. megoldds. Az elemeket kiszamolva kapjuk, hogy a1 = 1; as = 4; ag = 13; a4 = 40; a5 = 121. Azt vehetjiik
észre, hogy ha a sorozat elemeit megszorozzuk 2-vel:

2-a1=2 2-as=8 2-a3=26 2-as=80; 2-a5=242,
3 —1

akkor mindig egy harom hatvanynal eggyel kisebb szdmot kapunk. Teh4t az a sejtés, hogy a,, = 7 Alkalmazva
a képzési szabalyt:
3n_1 3n+1 -3 3n+1 -1
an+1:3'an+1:3' +1:7+1:7,
2 2
azaz igaz volt sejtésiink. Igy a keresett elem:
32020 -1
42020 = ——5 -
II. megoldds. Alakitsuk at az Osszefliggést:
1 3 1 1
ant+1 =3 -an +1, an+1+§:3-an+§, an+1+§—3-(an+§).
Ezt felirva n-t6l 2-ig:
n -=3 n— 5 /> n— =3 n— 5 |
a+2 (a 1+2> a 1+2 (a 2+2)
+-=3 + L +-=3 +
an—2 5~ an—3 5/ a2 5~ ai 5 )

1 1 3 1 3" -1
n _:371—1. - :371—1._:_.371 = ,
an + (al + 2) 573 ; a
és innen
32020 -1
2020 = T

III. megoldds (vazlat/Otlet). Az elemeket kiszamolva a; = 1; ag = 4; a3 = 13; ay = 40; a5 = 121. Eszrevehetd,
hogy a sorozat elemeinek kiilonbsége

ag—a1=3; a3—a2=9; a4—a3=27; a5—a4:81,



vagyis minden kiilonbség az el6z6 kiilonbség héromszorosa, ami adodik az

ap =3 Qp_1+1 _ _
{an—l —3. Ap—o + 1 = Ap — Ap—1 = 3an71 - 3an72 - 3(an71 an72)

atalakitasbol is. Innen az elemek:

a1 =1, as =1+3, a3 =1+ 3+ 32, as =143+ 3%+ 33,

an=1+4+3+32+... 431
és adodik a zart alak.

II. rész

5. a) Legyen a és b nemnegativ valds szdm. Bizonyitsuk be, hogy
(a+1)(b+1) <1

0<
T a2 +2
Irhatunk-e a nulla helyett ndla nagyobb szimot? (9 pont)

b) Egy felil nyitott fémdobozt lemezbdl dllitunk eld igy, hogy az 1. dbran ldthaté mddon kivigunk, majd dsszehag-

@

togatunk egy ilyen alakot.

1. dbra

( ()

2. dbra

A kivdgdst egy 30 cm-es széles fémszalagbol végezzik gy, hogy 2 ilyen mintdt forditunk egymdssal szembe a 2. dbra
szerint. Hogyan vdlasszuk meg a méreteket, hogy a kikerild fémdoboz a lehetd legnagyobb térfogati legyen? (7 pont)

Megoldas. a) A nevezs biztosan pozitiv, hiszen a® +b% +2 > 2 > 0. Nézziik a dupla egyenlétlenség bal oldalat.
A vizsgélando6 kifejezés szamlaloja és nevezdje is pozitiv, igy maga a tort is.
Legyen a kicsi és b = n nagy szam. Ekkor

0<(a—i—l)(b—i—l):(a—l—l)(n—i-l)<2-(n+1): 2(n+1) _ 2

T a?+b2+2 a?+n?+2 n?—1 n+n-1 n-1
(a+1)(b+1)< 2 0<(a+1)(b+1) 2
a?+0+2 b-1 T a4 4+2 b1

ami azt jelenti, hogy a tort akdrmilyen kicsi tud lenni, igy a bal oldalon nem lehet nulla helyett nagyobb szamot irni.

Egyenl6ség semmilyen a, b érték esetén nem teljesiil.
Rendezziik az egyenl6tlenség jobb oldalat:

a+1)b+1
(a2—|—)b(2+2) =1
(a+1)(b+1) <a®+b*+2,
ab+a+b+1<a?+b2+42,
ab+a+b§a2+b2+1,
2a 4 2b+ 2ab < 2a® + 2b% + 2,
0<a®—-2a+1+b>—2b+1+a*—2ab+1?

0<(a—1)2+(b-1)7%+(a—b)°.



Az utolso sor biztosan igaz, hiszen harom szam négyzetének 6sszege nem lehet negativ. Mivel a lépések megfordithatoak,
ezért az eredeti egyenlGtlenség is igaz.

EgyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha egyidejtileg mind a harom négyzetszdm nulla, azaz a = b = 1.

b) Legyen a kivagando6 korlemez sugara r, ekkor a féemdoboz magassaga

30 — 27
2
lesz. A térfogata V = r’mr = r?(15 — r)m, ahol 0 < r < 15.
Tekintsiik az f: [0;15] — R; @ ~ 2%(15 — ) fiiggvényt. Ennek keressiik a maximumat. Egy zart intervallumon
folytonos fiiggvénynek van szélsGértéke. Mivel f(0) = f(15) = 0, ezért a maximumat az intervallum belsé pontjaban
veszi fel.

=15—-r

m =

22(15 — ) = 1522 — 23,
30z — 32,
30 — 6z.

f(2)

f'(@)

f(=)

Ott lehet maximuma, ahol f'(z) =0 és f”(z) <
f'(x) = 302 — 32% = 32(10 — 2) = 0.

=1

Csak az x = 10 johet szoba, ekkor f”(10) = 30 — 6 -10 = —30 < 0; azaz z = 10-ben tényleg maximuma van
a fiiggvénynek, a maximalis érteke f(10) = 10%(15—10) = 500. Kaptuk, hogy V = 72(15 —r)7 < 5007 és a maximuma
r = 10 esetén lesz, a térfogata ekkor 5007 cm?.

A méretaranyos rajz ezek szerint:

6. a) Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, mely egyidejileg érinti az y = z? ésy = —a’ + 4z — 2
parabolikat. (9 pont)

b) A magyar GugLi Kft. eqy emblémdt tervez a székhdzuk elé, amely egy félbevigott gomb és egy kip Osszetételébdl
dll. Az emblémanak fiiggdlegesen a negyede ki van vdgva igy, hogy a két vigdsik az embléma fiiggdleges tengelye mentén
metszi eqymdast. Az embléma keresztmetszete és a fliggdleges metszete az abran ldthatd.

A kip magassiga éppen a félbevdagott gomb sugardnak a kétszerese. Betonbdl szeretnék elkészittetni majd lefesteni
a 1,5 m magassagura tervezett emblémdt.

— Mennyi beton sziikséges az elkészitéséhez, ha az elkészités folyamdn 15% veszteséggel szdmolhatunk?

— Mekkora lesz az elkészilt embléma témege?

— Hiny m®-re elegendd festéket kell beszerezniiik, ha az iddjdrds ellen hdromszor szeretnék lefesteni és a festés sordn
keletkezd veszteség 5%? (7 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Hatarozzuk meg egy a pontban az y = 22 érintGjét. Az érint6 meredeksege: y' = 2z;
m = 2a. Ez atmegy az (a; a2) ponton, igy az érint6: y = 2a(x—a)+a2 = 2ax—a>. Ezen egyenesnek és az y = —a’+4z—2
parabolanak 1 metszéspontja (érintési pont) van. Keressiik ezt meg, azaz oldjuk meg a kévetkezs egyenletrendszert:

y = 2ax — a?,
y=—z+4zx — 2.
20x — a® = —x® + 4z — 2,
22 + (20 — 4)x — (a* —2) = 0.



Mivel az egyenes érintd, ennek a masodfokt egyenletnek csak egy valos szam lehet a megoldasa, tehat a diszkriminansa
nulla:
0=D = (2a —4)° +4(a® — 2) = 8a®> — 16a + 8 = 8(a — 1)°,

vagyis a = 1 és a keresett érint6 y = 2z — 1.
II. megoldds. Hatarozzuk meg egy a pontban az y = x
atmegy az (a;a®) ponton, igy az érintd

2 ¢érintGjét. Az érint meredeksége: v/ = 2z; m = 2a. Ez

y = 2a(x — a) + a* = 2ax — a®.

Hatarozzuk meg most egy b pontban az y = —x? 4 42 — 2 érint6jét. Az érint6 meredekseége: 3y’ = —2x 44, m = —2b+4.
Ez atmegy a (b; —b* 4 4b — 2) ponton, igy az érinté:

y=(=2b+4)(x —b) —b* +4b—2 = (=2b+4)x +b*> — 2.
Ha koz0s az érint6, akkor ugyanaz az egyenes egyenlete, azaz

y = 2ax — a?, y=(=2b+4)x+b* 2.

2a = —2b + 4,
—a?2=b>-2.
Megoldva az egyenletrendszert:
20 =-2b+4, a=-b+2, —(=b+2)*=p% -2,
B 4ab—4=b—-2, 0=202—4b+2, 0=0—-2b+1=(b—1)%
b=1, a=1.

Innen a kozos érint6: y = 22 — 1.
b) A félgdmb sugara legyen r, ekkor a kip magassaga 2r. Az egész embléma magassaga igy 3r, ami a feladat szerint
1,5 m: 3r = 1,5, r = 0,5. Nézziik a térfogatot. A kivagott félgbmb térfogata:

Visleomb = —— + = - — =

félgomb 3 22 2
A kivagott kup térfogata:

r?r-2r 3
Viap = et
3 4 2
Az embléma térfogata:
T37T T37T
Vemblema = ‘/félgﬁmb + Vi(ﬁp = + = Tgﬂ—'

2 2

Ez a beton térfogatanak a 85%-a:
3 3 20 3
0,85 - Vheton = 7r°m, Vbeton = 177 - T ~ 0,462 m”.

Az embléma tomege (2400 kg/m>-es beton stirtiséget hasznalva) 0,462 - 2400 = 1108,8 kg.
Nézziik a felszint. A kivagott félgdmb felszine:

T27T

2

2
Afslgsmb = = 2r°m.

Az alkoto6 V5, igy a kivagott kup felszine:

2 .
Ay = 2mVor 3, 2o
P 2 4 2 4

2:37T.\/5+8.7"2

Az embléma felszine:

3m-V5+8 3r-vV5+81+8
Aemplema = Atelgsmp + Axap = 2r°7 + 1 r? = 72,

4

Haromszor kell festeni és a festék 95%-a hasznosul:

3m-Vb+8m+8
iy
3r-vVb+ 81+ 8

76 '

0795 : Afesték =3-

r? ~ 10,7 m?.

Afesték =60 -



7. a) 18 tudds e-mail segitségével tartja a kapcsolatot a vildgban. Bdrmely két tudds egymdssal angol, német vagy
orosz nyelven levelezik, mindig ugyanazt a nyelvet haszndljak eqymds kézdtt. Tudjuk, hogy nincs hdrom olyan tudds, aki
eqgymds kozott angol, vagy orosz nyelvet haszndl. Bizonyitsuk be, hogy létezik kozottik harom, akik egymdssal németil
leveleznek. (9 pont)

b) Aladdr négyjeqyd szamokat ir fel eqy papirlapra, melyek csak az 1; 2; 3 és 4 szamgjegyeket tartalmazhatjik (lehet
ismétlddés, nem kell minden szamjegyet felhaszndlni minden négyjegytd szamban). Figyel arra, hogy 1-es utdn csak 4-es,

pdros szamgjegy utan csak pdratlan jegy kovetkezhet. Hdanyféle szamot tud leirni igy?
(7 pont)

Megoldas. a) A feladatot altalanosan oldjuk meg: ha 18 tudo6s 3 nyelvet hasznal, akkor biztosan van olyan nyelv,
amit 3 tudds egymas kozott hasznal.

A hasznalt nyelvek legyenek A, B és C. Tekintsiik az egyik tudost, 6 17 masikkal levelez. A skatulyaelv miatt
lesz olyan nyelv (legyen ez az A nyelv), amin legalabb 6 masik tudossal levelez. Ha a 6 levelezd partner kozott van
ketts, akik egymassal az A nyelven leveleznek, akkor készen vagyunk, hiszen taldltunk harom tudost, aki az A nyelven
leveleznek egymaés kozott.

Ha ez nem teljesiil, akkor ez a 6 tudds egymas kozott csak a B és C nyelvet hasznalja. Tekintsiink most ebbdl a hat
tudosbol egyet, aki a mésik Ottel levelez. A skatulyaelv miatt biztosan van olyan nyelv (legyen ez a B nyelv), amit
legalabb 3 mésikkal hasznal. Ezen mésik harom most egymas kézott ha hasznalja a B nyelvet, akkor taldlunk harom
tudost, aki a B nyelvet hasznalja, ha meg nem, akkor 6k egymaés kozott a C' nyelvet hasznaljak, és ezért vagyunk
készen.

Ezt a feladatra alkalmazva adodik az allitas.

b) Epitsiik fel balrél jobbra a szamokat.

Jelolje fi(n) az n hosszusag esetén az 1-esre végzdds szamok szamat.
Jelolje fa(n) az n hosszusag esetén az 2-esre végzdds szamok szamat.
Jelolje f3(n) az n hosszusag esetén az 3-asre végzGds szamok szamaét.
Jelolje fi(n) az n hosszusag esetén az 4-esre végzGds szamok szamét.

Ekkor
fi(1) = fo(1) = f3(1) = fa(1) =1 és
f1(2) = fo(1) + f3(1) + fa(1),
f2(2) = f3(1),
f3(2) = f2(1) + f3(1) + fa(1),
f4(2) = f1(1) + f3(1), illetve
filn+1) = fa(n) + fa(n) + fa(n),
fo(n+1) = f3(n),
fs(n+1) = fa(n) + f3(n) + fa(n),
fan+1) = fi(n) + f3(n
Tablazatba foglalva:
n | fi(n) | fa(n) | f3(n) | fa(n) | Osszes
1 1 1 1 1 4
2 3 1 3 2 9
3 6 3 6 6 21
4 15 6 15 12 48

Tehat 48 ilyen szamot tud felirni.
Megjegyzés. Ha Sy-nel jeloljiik az 6sszeget, akkor arra igaz, hogy

S1=4 S2=9; Spn=5.-1+3-Sn-2; n>3.
8. a) Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a pozitiv egészek halmazdn:
2 (z;y) + 17 [a5y] = 257,

ahol a ,kerek” zardjel a két szam legnagyobb kézos osztojat, a ,szogletes” zardjel pedig a legkisebb kozds tobbszdrdsét
Jelols. (9 pont)

b) Egy szimmetrikus trapéz pdrhuzamos oldalai 2 és 14, szdrai 10 egység hossziak. Meghizzuk a belsé szogeinek
szogfelezdjét, amelyek eqy négyszdget zdrnak be. Amennyiben ennek a mégyszdgnek létezik a beirt és korilirt kore,
mekkora ezen korok sugara? (7 pont)



Megoldas. a) A legnagyobb kozos osztoban a kozos primek, a legkisebb kozos tobbszordsben az Osszes prim,
tehét a legnagyobb kozos oszt6 primjei is szerepelnek; és a legnagyobb k6zos osztoban levé primek kitevGje nem lehet
nagyobb a legkisebb k6zos tObbszorosben szerepl primek kitevjénél. Ezért (z;y) | [x;y]. Az egyenlet bal oldala
oszthato (x;y)-nal, tehat a jobb oldal is: (z;y) | 257. Mivel 257 prim, ezért két eset van.

L eset: (z;y) = 257.

2 (zyy) + 17 - [z;y] = 257, 2257417 [x;y] = 257, 17 [z;y] = —257.

Ekkor a legkisebb k6zos tObbszorosre negativ szam adodik (de még egésznek sem egész), tehat ez nem lehet.
II. eset: (z;y) = 1.

2 (x;y) + 17 [z; y] = 257, 21417 [x;y] = 257,
17 [z;y] = 255, [z;y] = 15,
azaz olyan szamokat keresiink, amelyek relativ primek és csak 3-as és 5-0s primeket tartalmazhatnak, mert a legkisebb

kozos tobbszords a 15.
Négy lehet&ség van:

z| 1]15]3]5
y |15 1]5]3

b) Keészitsiink dbrdt. Jeloljiink meg par szoget és bocsassunk merdlegest a G és E pontokbol a megfelel§ alapokra.
A trapéz magassaga

14 -2V
102=m2+(T) = m=38.

A szogekre pedig

A

A szimmetrikus trapéz miatt a keletkezett négyszog szimmetrikus a GFE egyenesre és konvex, tehat deltoid. A konvex
deltoidoknak van beirt kore (szembeni oldalak Osszege megegyezik).

AFD< = BHC< = 90°, ugyanis a trapéz egy szaran levs szogek Osszege 180°, igy a szOgfelez6k 90°-os szoget
zarnak be. Tehat a négyszoglink 2 szemkozti szogének Osszege 180°, igy van koré irt kore is.

Derékszogi haromszogekben szamolva:

AE = 7 , AF =10-cosa, EF =10-cosa — ,
cos cos &

1 1
G=——, DF =10-cospf, GF =10-cos8 — ——.
cos 3 cos 3

EFGA derékszogt és az atfogdja a négyszog koré irt kor sugaranak a kétszerese, azaz

1
(2R? =FEF*+GF? = R= 5 VEF? + GF2,
A beirt korre igaz, hogy
_ker , EF-GF (2-EF +2-GF) EF -GF
= — — = re= =
2 2 2 ’ EF +GF

Az adatokat behelyettesitve kapjuk: » = 0,745; R = 1,25.



9. a) Bizonyitsuk be, hogy

1-242-34+...4n-(n+1) =
n-(n+1l)-(n+2)

- 3

3

ahol n € NT. (8 pont)

b) Adott egy olyan hirnégyszdg, ami egyben érintdnégyszig is.
Az abran jeloltik az érintési pontokat. Bizonyitsuk be, hogy az EG és F'H szakaszok merdlegesek egymdsra.
(8 pont)

Megoldas. a) Teljes indukciéval bizonyitunk.
I. Nézziik meg, hogy teljesiil-e a bizonyitandé allitas az n = 1 és n = 2 esetre:

[\

n=2 1-242.-3=

IT. Tegyiik fel, hogy n = k-ig minden értékre teljesiil, hogy

ke (k+1)- (k+2)
. .

1-242-34...4+k-(k+1)=

III. Nézziik az n = k + 1 esetet, induljunk ki a bal oldalbol:

12423+, . +k-(k+1)+(k+1)- (k+2) =
(

k- (k+1) E52) o s -
:( k+2 <§ C k)2
k+2(k+

(k+ 1)(k +2)(k +3)
. .

1-242-34+...4+k-(k+1)+(k+1)-(k+2) =

Ezt akartuk kapni, tehat a bizonyitas kész.
b) Hazzuk meg a FG, GH, HE és EF szakaszokat. HFG< = CGH< = CHG< = «, mivel mind a GH szakasz

keriileti vagy érinté széaru keriileti szogei. Tehat GCH< = 180° — 2a.
FEA< = EFA< = FGE< = (3, mivel mind az FE szakasz keriileti vagy érint6 szard keriileti szogei. Tehat

EAF< =180° —28.
Mivel az ABCD négyszog htrnégyszog, ezért a szemben fekvs szogeinek 6sszege 180°, tehat

180° — 2 + 180° — 23 = 180°,

200426 = 180°, a+ B = 90°. Innen GM F<t = 180° — av — 3 = 90° és ezt kellett bizonyitani.






