Mely hdromszdgekre érvényes az aldbbi egyenldtlenség, amelyben S az ABC hdromszog siulypontja és r a kiréje irt
kor sugara:

(1) SA? + SB? + SC? > 87r%/3.

I. megoldas. El6zetes tajékozodasul tiistént latni, hogy szabalyos haromszogre érvényes az allitas, a bal oldal
mindegyik tagja 2. — Ezzel szemben semmilyen derékszogi ABC haromszogre nem érvényes, mert attérve az AAj,
BBy, CC; stlyvonalakra, ezek négyzetei is derékszogi haromszogekbdl fejezhetdk ki és (1) bal oldala
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g(AA%JrBB%JrCCf):g<b2+%+a2+%+%+%) = %czz 2(5> ,
és ez egyenls a jobb oldallal, hiszen itt r = ¢/2. — Tovabbéa — mivel rogzitett korbe olyan haromszogek is beirhatok,
melyeknek mindegyik oldala kisebb, mint a sugar, és a sdilyvonal mindig kisebb, mint a haromszog legnagyobb oldala,
maésfel6l minden ilyen haromszog tompaszogt, mert nem tartalmazza a kor kozéppontjat — az a sejtésiink tamad, hogy
tompaszogi haromszogekre sem érvényes az (1) egyenl6tlenség.
Megmutatjuk, hogy (1) akkor és csak akkor érvényes, ha a haromszog hegyesszogi. Ismeretes, hogy a silyvonalak
kifejezhetSk az oldalakkal, pl.

1
CC}E = 1(2 -CA* +2.CB?* - AB?).
Ezekkel a bal oldal igy alakul:
Ly 2 2 4r? 2 . 2 . 9
(%) g(a +b —i—c):?(sm o+ sin” 3 + sin” 7),
mindjart felhasznaltuk az oldalak a = 2r sin «,... kifejezését a sugéarral és a megfelel szoggel. Igy az (1)-gyel

ekvivalens
sin? a + sin? § 4 sin® y > 2

kérdésre jutottunk, és ez ismét a kovetkezokkel ekvivalens: mely haromszogekben teljesiil
(2) 1 > cos® a + cos? B + cos® 4?

A jobb oldalon két tényezs helyére kissé bonyolultabb kifejezést irunk — az elsé ilyen cosa = —cos(8 + ) —, de az
addicios tételek alapjan végiil egyszeriibbet, szorzatot kapunk:

—cosa cos(B+7) —cos B cos(a+ ) + cos®y =

= —2cosa cosf cosy +siny(cosa sin B 4 cos B sina) + cos®y =

= —2cosa cosf cosy+1,
mert sin(a + ) = sin+y. Eszerint (2) és vele (1) akkor és csakis akkor teljesiil, ha
cosa cosf3 cosy > 0.

Es ez bizonyitja allitasunkat, ugyanis egyrészt hegyesszogi haromszégben mindharom szog cosinusa pozitiv, masrészt
nem pozitiv a szorzat, ha van a haromszogben derékszog, mert akkor valamelyik tényezé 0, és akkor sem, ha van tompa-
sz0g, mert ilyenbdl csak egy lehet, s emiatt pedig egy tényezGje révén negativ lenne a szorzat. — Ezzel bebizonyitottuk
allitdsunkat. A valaszt megadtuk.

II. megoldas. Az el6z8 megoldas (x) kifejezésébdl igy is haladhatunk tovabb:

2¢? 2¢2 8a2b%c?
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b > 8r? = = — 7
@t " sin2fy 1 — cos2~ 4a2b2 — (a2 b2 — 02)2

ahol a nevez6 nyilvanvaléan pozitiv. Eszerint a kérdéses haromszogekben a bal és jobb oldal kiilonbségére teljesiilnie
kell:
4a*v*(a® + b — ) — (a® + b* + 2)(a® + b — *)? > 0,
(a® +b* — ) {4a*b* — (a® +b*)? + *} > 0,
(a® + 0% — ) (c* +a® — b)) (c* —a® +b%) >0,

8a?b%c? cosy cos B cosa > 0,

tehat ismét a fonti kovetelményre jutottunk.



II1. megoldas. Jeloljiik tetszélegesen valasztott koordinata-rendszerben a haromszog csicsainak koordinatait (aq;
az)-vel, (by; ba)-vel, (¢1; c2)-vel, egy tetszbleges P pont koordinatait (x; y)-nal, és P-nek a csiucsoktol mért tavolsagainak
a négyzetosszegeét Q(P)-vel. Akkor

Q(P) = PA? + PB? + PC? =
—@—a)’+@-b)+@E—c)+ Wy —a)+y—b)+y—c) =
=3(z —s1)” +3(y — 52)° + Qo,

ahol:
siz(ai—i—bi—i—ci)/?), =1, 2,

Qo =al + b} +c —3s7 +a3+b3+c3— 3s3.

Az (s1; s2) koordinataju pont a haromszog S silypontja, és (z — s1)* + (y — s2)°> = PS2.
Ha most P helyére S-et irunk, kapjuk, hogy Qo = Q(S5), igy altalaban

Q(P)=3-PS*+Q(S).
Ha itt P helyére a haromszog koré irt korének a K kozéppontjat irjuk, kapjuk, hogy
3r? = 3KS? + SA* + SB* 4+ SC?.

A kapott Osszefiiggés szerint (1) ekvivalens a 3K S < r egyenlGtlenséggel. Ismeretes, hogy S a KM szakasz K-
hoz kozelebbi harmadolopontja (amit konnytd a KISFIAM sz6 segitségével megjegyezni, melyben a K, S, M bettk
helyzete megfelel a veliik jelolt pontok helyzetének, s6t F' a Feuerbach-kor kozéppontjanak felel meg). Tehat 3K S =
MK, igy (1) azzal ekvivalens, hogy a haromsz6g magassédgpontja a haromszog koré irt kor belsejében van, vagyis a
haromszog hegyesszogi.

Megjegyzés. Legyen altalaban
Q(P) =Aa-PA?>+ \p-PB* + \c - PC?,

ahol A4, Ap, A. tetszés szerinti szamok, amelyekre A = A4 + Ap + Ac # 0. A megoldéasban alkalmazott meggondolést
kovetve belathato, hogy
Q(P)=X-PT* +Q(T),

ahol T koordinatai t; = (Aaa; + Apb; + Acc;) /X és i = 1,2. Tehat a Q(P) figgvény ,szintvonalai” koncentrikus korok,
vagyis kor azoknak a pontoknak a mértani helye, ahol Q(P) értéke egy elére adott allanddval egyenls, feltéve, hogy
ez az allandé nem tul kicsi, és e korok kozéppontja minden allandora ugyanaz. A fiiggvény a minimumét abban a
T pontban veszi fel, mely a haromszog csucsainak a Aa, Ap, Ac stlyokhoz tartozé sulypontja (a sulyok negativak
is lehetnek). Erdemes eltdprengeni azon, milyen (természetesen a haromszog meghatérozo adataitol fiiggs) sulyok
mellett kapjuk stlypontul a kiilénb6z6 nevezetes pontokat. Ezek alapjén a most levezetett Osszefiiggés segitségével
olyan allitasokat kaphatunk, amelyeket méas moédszerrel csak nehézkesen, hosszas szamolassal lathatnank be.



