Egy olimpiai feladatjavaslat torténete

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geometriai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom-
vagy akar még magasabb dimenziés objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

Ez a rész egy kicsit személyesebb lesz. Egy feladatjavaslat torténetét mesélem el, amit a 2010-es Nemzetkozi
Matematikai Didkolimpiara (IMO) javasoltam.

A kiindulé feladat

Két pontbdl inditsunk hirom-hdrom félegyenest gy, hogy bdarmelyik két, kilénbézd pontbdl induld egyenes elmetssze
egymdst; ezek a félegyenesek négy négyszoget hatdroznak meg. Igazoljuk, hogy ha a négyszogek kézil valamelyik hdrom
érintdnégysziog, akkor a negyedik is érintdnégyszog (1. abra).

A feladatot sokféleképpen megoldhatjuk, példaul az el6z6 részben bemutatott kipokkal. Hasznaljuk az 1. és a 2. dbra
jeloléseit; feltessziik, hogy az a1byasbs, az a1bsagbs, valamint az asbyasba, négyszogek érinténégyszogek, és ebbdl fogjuk
megmutatni, hogy az asbsasbs négyszog is érinténégyszog.

2. dbra

A terviink az, hogy a X alapsikunkbol a térbe kilépbe, a négyszogekbe irt korokre egymashoz hasonld kupokat
illesztiink, majd megszerkesztjiik a negyedik ktipot. (A 2. abran olyan kupokat rajzoltam, amelyek magassaga kétszerese
az alapkoriik sugaranak; a konkrét aranynak nincs jelentGsége.)

Az olyan kupoknak a csicsai, amelyek alapkore érinti az a1 és as félegyeneseket, egy A-bol indulé félegyenesen
vannak; jeloljiik ezt a félegyenest cq-gyel. Hasonlbéan, az as és as félegyeneseket, a by és by félegyeneseket, illetve a by
és bs félegyeneseket érinté kordkre emelt kipok csicsai is egy-egy félegyenesen vannak; jeldlje ezeket rendre co, dj,
illetve do (2. abra).

A ¢ és d; félegyenesek a P pontban, az ajbiasby négyszogbe irt korhoz tartozo kup csicsdban metszik egymast.
Ugyanigy, a c¢1 és da, illetve a ¢y és d is metszik egymést a méasik két kap csicsdban, a QQ és a P pontban. A feladat
allitdsahoz elég azt igazolnunk, hogy a ¢y és a do félegyenes is elmetszi egymést, ugyanis a metszéspontjuk egyértelmien
meghatéarozza a negyedik kapot, amelynek alapkore érinti az as, bs, as, b3 félegyenesek mindegyikét.

Legyen IT az ABP haromszog sikja. A Q pont a ¢; = AP egyenesen, az R pont pedig a d; = BP egyenesen van,
tehat @, R € II. Akkor viszont a co = AR és a dy = B(Q félegyenes is a II sikban fekszik.

A ¢5 65 a dy félegyenesek Y-ra valo merdleges vetiilete az ag és az as, illetve a by és b szogfelezGje, ezek az asbaasbs
négyszog belsejében metszik egyméast; a metszéspontjukat >-ra merdlegesen visszavetithetjiik II-re, az igy kapott pont
co-nek és do-nek kozos pontja, ami bizonyitja az allitast.

Valamikor 2009 6szén a 6-os villamoson kapaszkodva ezen a klasszikus feladaton gondolkodtam, akkor jottem
rd, hogy a bizonyités hiperbolikus geometridban is elmondhaté, ha a kupok hasonléséga helyett azt kotjik ki, hogy
az alkotéik ugyanakkora szogben metszik az alapsikot. Hazaérve megprobaltam az észrevételbdl feladatot gyartani
ugy, hogy lerajzoltam az abrat a hiperbolikus sik egyik jol ismert modelljében, a Poincaré-féle krmodellben.

LA cikksorozat a Rényi Intézet és a Sztaki tamogatasaval késziilt.



A Poincaré-féle kﬁrmodelﬂ

A hiperbolikus sik modellje azt jelenti, hogy bizonyos dolgokat elneveziink ,pontnak”, pontok bizonyos halmazait
segyenesnek”, definidljuk a pontok sorrendjét az egyeneseken, pontok ,tavolsdgat’ és egyenesek ,szogét”, és mindezt
gy, hogy az Gsszes geometriai axiémank teljesiiljon, kivéve a parhuzamossagi axiémat, ami helyett azt kotjik ki, hogy
béarmely egyeneshez barmely rajta kiviil fekvé pontbdl végtelen sok parhuzamos egyenest lehet hdzni.

Egy korabbi, a KéMaL honlapjan is elérhets cikkben [1] 6sszefoglaltam négyféle hiperbolikus modell, a Beltrami-
Cayley—Klein-modell, a Poincaré-féle kor-, félsik- és félgombmodellek alapvetd definicidit és a modellek kdzotti megfe-
leltetéseket. A mostani jatékunkhoz csak a kdrmodell néhany alapvets tulajdonsagara lesz sziikség.

Vegyiink az euklideszi sikon egy korlapot, ez lesz az ,alapkor”. A kor belsejébe es6 pontok a kérmodell pontjai.
A kormodell egyenesei az alapkort merdlegesen metsz6 koroknek az alapkor belsejébe esé ivei, beleértve az alapkor
atmeérdit is (8. dbra).

Két pont tavolsagat a kovetkezGképpen definidlhatjuk: ha X és Y két pont az alapkorre merdleges AB koriven,
akkor az X és Y pontok tavolsaga

d(X,Y)=k-|In(ABXY)| =k |l

YAV XB

AX~YB'

(A kozéps6 képletben négy, egy koron fekvs pont kettGsviszonya szerepel, ami pontosan ugyanagy fejezhetd ki a hirok
hosszaval, mint amikor egy egyenesre esnek.)

A tavolsagoknal sokkal szebb a szogek definicidja: két egyenes” szoge éppen akkora, mint amekkoranak a modellben
latszik.

3. dbra
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4. dbra

2 Jules Henri Poincaré francia matematikus, 1854-1912



A modellben a tengelyes tiikrozések az egyeneseknek megfelel§ korivre valé inverzidk; ennek kévetkezménye, hogy
a hiperbolikus kérvonalak a kormodellben is korvonalnak ldtszanak. A modell hatarahoz kozeledve az egyenlé nagysaga
koroket a modellben egyre kisebb korokkel kell lerajzolnunk; a 4. dbrdn a kormodell egy kicsempézése lathaté olyan
egybevagod szabalyos 6tszogekkel, amelyek szogei derékszogek, és az O6tszogekbe irt koroket is megrajzoltam.

A kormodell csempézéseit rengeteg miivészi alkotasban hasznéltak mar fel; példaul az 5. dbrdn lathato Escheif]
Clircle Limit I cimd fametszete.

Olimpiai feladatjavaslat

Az 6. dabrdn az 1 abra hiperbolikus véltozatat rajzoltam le: az A pont az alapkor kézéppontja, az ebbdl kiinduld
a1, az, ag félegyenesek az alapkor sugarai. A B pont egy mésik pont a modellben, az ebbdl kiindulé félegyenesek képei
az alapkorre mer6leges korivek. Az abrat invertalhatjuk az alapkor hatarara; a by, ba, bs korivek meghosszabbitédsai
az B pont inverzén mennek at, és a modellen kiviil megkapjuk az abra tiikorképét is.

Az abraval nem voltam elégedett. Tl nyilvanval6 volt, hogyan késziilt, a tiikorkép abra létrejotte sem tetszett, és
a képen szerepls sugarakat és koriveket sem konnyd megrajzolni agy, hogy metsszék egymast. Azt talaltam ki, hogy
megvaltoztatom a pontok sorrendjét: az A pont nem a BB’ szakasz meghosszabbitasan, hanem a belsejében lesz, ettol
kezdve az abra tobbé mar nem a kérmodell része. Az alapkor lerajzolasara sincs sziikség. A pontok cseréje utan ez lett
az 1j feladat:

Feladat. A sik A és C pontjait az a1, as és as korivek gy kitik dssze, hogy az AC egyenesnek ugyanazon az oldaldn
vannak, €és az as kériv az a1 €s az az kozott helyezkedik el. Az AC szakasz eqy B pontjabdl indulnak a by, by €s bs
félegyenesek, ugyanabban a félsikban, mint a kérivek; a bs félegyenes by €s by kozitt helyezkedik el.

Tekintsiik a korivek és félegyenesek dltal hatdrolt, négyoldali ai1biasbs, a1baasbs, asbiaszbs, €s asboasbs tartomd-
nyokat. Bizonyitsuk be, hogy ha ezek kézil valamelyik hdaromba kért lehet irni, akkor a negyedikbe is (7. abra).

A feladatot (kicsit méas betiizéssel) javasoltuk a 2010-es, Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiara, amelyet Kazahsz-
tan uj févarosaban, Asztanaban rendeztek.

A pontok atrendezése miatt az eredeti, hiperbolikus geometriai megoldas mar nem mikodik, de egy feladatjavas-
lathoz egyébként is illik elemi megoldasokat mellékelni. Két megoldast mutatok.

1. megoldas, kapokkal

3Maurits Cornelis Escher holland grafikus, 1898-1972.



A kiindulé feladat mintajara, az abraban szereplsé korokre egyméshoz hasonlé kupokat fogunk illeszteni, majd
megszerkesztjiik a negyedik kupot. A valtozas az, hogy most olyan kordk is szerepelnek, amelyek két rogzitett koriv
,k0z&” vannak irva. Megvizsgaljuk, hol lehetnek, milyen palyan mozoghatnak az ilyen kordk kézéppontjai, és a korokre
illesztett kiupok cstcsai.

1. lemma. Azoknak a koréknek a kozéppontjai, amelyek kivilrél érintik a;-t és belilrél érintik a;y1-et, egy, A-t és
C-t 6sszekitd ellipszisiven vannak. (i = 1 vagy i = 2.)

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy ¢ = 1.
Legyen k olyan kor, amely kiviilrél érinti ai-et és beliilr6l érinti as-t, az érintési pontjai az a1 iven T', az ag iven U,
a kozéppontja P. Legyen az aq kor kézéppontja O, az as kbézéppontja Oz, a korok sugarai r, rq, illetve ro (8. dbra).

8. dbra

Vegyiik észre, hogy
01P—|—02P= (01T+TP)+(OQU—PU) = (’I“l +7")+(’I“2 —7") =T —|—’I“27

vagyis P rajta van az O, 09 fokuszi, r1 + ro nagytengelyi ellipszisen; ez az ellipszis atmegy az A és C' pontokon,
mert 01A + 02A = 010 + OQC =1y +1ro.

Megforditva, ha P egy pont az ellipszisnek az ay és as kozotti ivén, akkor a P kdzéppontd, r = O1P—r; = 19— O P
sugard kor kiviilrél érinti a;-et és belilrdl érinti ao-t.

2. lemma. Legyen ¢ riogzitett hegyesszdg, és i = 1 vagy i = 2. Tekintsik azokat a koroket, amelyek kivilrél érintik
a;-t s beltlrdl érintik a;+1-et, és emeljink ezekre felfelé ezekre a korékre olyan kupokat, amelyek alkotdi ¢ szdget zdrnak
be a X sikkal. Az igy kaphato kipok csicsai eqy, A-t és C-t dsszekdtd ellipszisiven vannak.

Bizonyitas. [smét feltessziik, hogy ¢ = 1. Illessziink az a; korre lefelé, az as-re felfelé egy-egy kippalastot, amelyek
alkotdi ¢ szoget zarnak be Y-val; ezek csicsa legyen P, illetve Q.

Legyen k egy tetsz6leges kor, amely kiviilrél érinti a;i-et és beliilrdl érinti as-t, a kézéppontja O, az érintési pontjai
az ay iven T, az ag iven U. A k-ra felfelé illesztett kup csicsa legyen K. (9. dbra).

Legyen w a k és az as iv U-ban hizott koz6s érintSje. Az UK félegyenes a k-ra emelt kip, az UQ félegyenes pedig
az ag-re emelt kup alkotdja. Mindketté meréleges u-ra, ¢ szoget zar be Y-val, és a korok belseje felé dél, ezért a két
félegyenes ugyanaz. Tehat a K pont rajta van az UQ egyenesen, és ezaltal az aq ivre illesztett kipon.

Ugyanigy lathatjuk, hogy a TK félegyenes a k-ra illesztett kiap, a TP félegyenes az a;-re lefelé illesztett kip
alkotdja, és ezek egymdas meghosszabbitasai, igy a K pont az a;-re illesztett kippalaston is rajta van, tehat K kozos
pontja az aj-re és az as-re illesztett kippaldstoknak.



A cikk 3. részében lattuk, hogy parhuzamos tengelyti, azonos meredekségii kupok kozos pontjai egy sikban vannak.
Tehat a lehetséges K pontok egy rogzitett IT sikban vannak. A két kapnak A és C is kozos pontja, tehat a IT sik
illeszkedik az AC egyenesre.

Az 1. lemma szerint a lehetséges O pontok egy e ellipszisivet alkotnak, amely 6sszekoti A-t és C-t. Ha ezt az ellipszist
Y-ra merdlegesen visszavetitjiik II-re, megkapjuk a lehetséges K pontokat tartalmazo6 ellipszisivet a II sikban.

Most térjiink ra a feladat megoldasara. A 2. lemma szerint az a; és a;41 ivek kozé irt korokre emelt kupok cstucsai
egy A-t és C-t Osszekotd ¢; ellipszisiven vannak (1 = 1,2). A b; és bj11 ivek kozé irt korokhoz tartozé kupok cstcsai
pedig egy B-bdl induld d; egyenesen (j = 1,2).

Legyen P, Q és R az a1biazbs, az a1bsasbs, illetve az azbiasbs tartomanyokba irt korre emelt kap cstcsa; ekkor P
a c¢1 és dq metszéspontja, @ a c¢; és de metszéspontja, és R a co és di metszéspontja. A feladat megoldasahoz elég azt
igazolnunk, hogy cs és ds is elmetszi egymast (10. dbra).

10. dbra

Legyen II az a félsik, aminek hatara az AC egyenes, és illeszkedik a BPR félegyenesre. Ez a félsik tartalmazza
a ¢ és ¢y ellipszisiveknek harom-harom pontjat (A, C, P, illetve A, C, R), igy mindkét ellipszisiv része II-nek. Mivel
c1 dtmegy Q-n, a @ pont és a do félegyenes is része II-nek. A ¢y ellipszisnek B belsé pontja, ezért a BQ félegyenes
elmetszi co-t. Ezzel a feladatot megoldottuk.

2. megoldas, térbe kilépés nélkiil

Az el6bbi megoldast nem nehéz tisztan sikbeli bizonyitassa alakitani. Az 1. lemméra most is sziikségiink lesz.

3. lemma. Vilasszunk egy tetszdleges k kort, amely kivilrél érinti a;-t és belilrél érint a;11-et (i = 1 vagy i =
2), a kézéppontja O, sugara v, és legyen d az O pont és az AC egyenes tdvolsdga. Az r/d ariny nem figg a k
megudlasztdsdtol.

Nem nehéz észrevenni, hogy a 3. lemma a 2. lemma egyszeri atfogalmazasa.

Bizonyitas. Az 1. lemmé&hoz hasonloan legyen i = 1, az a; kozéppontja O;, az as kdzéppontja Os. Legyenek k

és k' kiilonbozs korok, amik érintik a két ivet, sugaraik r, illetve r'; kdzéppontjaik O, illetve O, tavolsaguk az AC
/

egyenestdl d, illetve d’. Azt akarjuk igazolni, hogy 2 = %

Ha k és k' szimmetrikus az 010, egyenesre, akkor az &llitas trividlis; feltehetjiik, hogy a két kor nem egymés

tiikorképe. A két kor érintési pontja a két koriven legyen T', T, U és U’ a 11. dbra szerint.




Legyen a k és k' korok kiilsé hasonlésagi pontja H. A k és az as kiilsé hasonloségi pontja U, a k' és az as kiilsé
hasonlésagi pontja U’; a Monge-tétel szerint a harom hasonlésagi pont, H, U és U’ egy egyenesen van. Hasonl6an, a k
és az a1 belsé hasonlosagi pontja T, a k' és az a1 belsS hasonlésigi pontja T”; a Monge-tétel szerint H, T és T' is egy
egyenesen van. A H pont tehat a TT’ és az UU’ egyenes metszéspontja.

A TT'U'U négyszdg szemkozti szogeinek dsszegét osszeszamolhatjuk az OUT, O1TT', O'T'U’ és OxU'U egyenld
szart haromszogekbol, és lathatjuk, hogy a szdgek Osszege két szemkozti csicsparnal ugyanakkora; tehat a TT'U'U
négyszog hurnégyszog. (A haromszogek iranyitasatol fiiggden az abra tobbféleképpen is kinézhet, ezért a teljes bizonyi-
tashoz tobbféle esetet is meg kell vizsgilni.) Az a1 és a TT'UU’ kor hatvanyvonala a TT' egyenes, az as és a TT'UU’
kor hatvanyvonala pedig az UU’ egyenes, tehat H a harom kor hatvdnypontja, és ezen a harmadik hatvinyvonal,
az AC egyenes is dtmegy.

A k és k' koroket, sugaraikat és a d, d’ tavolsagokat egymésba nagyithatjuk a H pontbol, ez bizonyitja, hogy

ror

d - d

Az 1. és a 3. lemma egyiitt megoldja a feladatot. Tegyiik fel, hogy az aibyasbs, a1baasbs és azbiaszbs tartomanyokba
kort lehet irni; ezt a harom kort jelolje rendre kq, ko, illetve k3. Sugaraik legyenek rq, ro, illetve rs; kozéppontjaik
tavolsadga az AC egyenestdl dy, da, illetve ds.

Legyen e az az 1. lemma szerinti ellipszisiv, amely az as és ag koriveket érint6 korok kozéppontjaibol all; és legyen
f a ba, bs félegyenesek szoglelezGje; az e és az f metszéspontja legyen O, az O tavolsaga az AC egyenest6l d (12. dbra).

..o T2 1 T3
A 3. lemma szerint — = — — ==,
dl d2 d1 dg

r
-d = d—3 -d. A 3. lemma szerint az O kézépponti, r sugart kor érinti az as és az ag ivet is. Tovabba,

, tovabb4 a ki és ks kordket a B pontbdl egymasba lehet nagyitani, ezért

Legyen r = ;—2
2 3
a ko kort a B pontbol ugyanebbe a kdrbe nagyithatjuk. Ezzel megszerkesztettiik az asboasbs tartomény beirt korét.

Asztanai kozjaték

Asztanaba megérkezve az a meglepetés ért, hogy az olimpia helyszinén létezik egy épiilet (a neve Shabyt), ami két
parhuzamos tengelyi kip metszete. A feladatkivalaszto bizottsag tagjaival készitettiink is néhany fényképet rolam és
a feladatomrol.

——

A ,Shabyt” (,11abbIT”, jelentése: inspirdcid) mdvészeti eqgyetem Asztandban,
Kazahsztdn févdrosdban

A zstiriben a feladat nem volt annyira népszert. Tobbeknek tetszett, de a térgeometriatol 6dzkodo csendes tobbség
gyorsan kiszavazta a lehetséges nehéz jeloltek koziil. (De azért nem ez volt a legnépszertitlenebb feladat: a C6-os
feladatot még ennél is jobban utaltak.)



Az olimpia megnyit6 linnepsége a Fiiggetlenségi Palotaban volt, kozvetleniil a Shabyt melletti épiiletben. A zstiri
nagy része a megnyitéra utazas kozben, a buszrol latta elGszor az épiiletet, amikor mar rég kivalasztottak a hat
feladatot a versenyre.

Feladatok

1. Oldjuk meg a Kiindul6 feladatot a korokhoz htuzott érints szakaszok Osszehasonlitasaval.

2. Bizonyitsuk be a 2. lemmat Ggy, hogy az a; és ae korivekre nem kupokat, hanem olyan gdémboket illesztiink,
amelyek ¢ szdgben metszik a 3 sikot.

3. Bizonyitsuk be a 3. lemmat koordinatakkal.

4. Mutassuk meg, hogy a 7. dbrat inverzioval egy félgombfeliiletre képezhetjiik gy, hogy az a1, as, as, b1, b,
bs gorbék képei a gombon fél f6korok legyenek (13. dbra). Az igy kapott gombi allitast bizonyitsuk be a békaszem-
modszerrel.

13. dbra
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