I. rész

1. a) Oldjuk meg a cos2x = 5cosx — 3 egyenletet, ha x € [—7; 27]. (5 pont)
b) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a

2@—\/x+2—\/x+420

egyenldtlenséget. (7 pont)
Megoldas. a) (2cos?z — 1) — 5cosz + 3 = 0; 2cos® x — 5cosz + 2 = 0;

5++v25—-16 5+£3
(cosz); o = 1 =~

(cosx); = 2 nem lehetséges; (cosx), = % = r= j:% + 2km, k € Z. Az egyenletnek ezek koziil harom megoldasa van
T T 5T
373 3°

b) Kikotések: ¢ > 0; +4 > 0; 2+ 2 — v + 4 > 0. Ha az elsé teljesiil, akkor a masodik is. Ezek teljesiilését feltéve
alakitsuk a harmadikat: x + 2 > vz + 4; mindkét oldal pozitiv, a négyzetre emelés ekvivalens mivelet, ezért

az adott halmazon: —

2+ +4>x+4;
x2+3x20;

ebbdl z < —3 vagy 0 < z adodik. Ezt egybevetve a korabbiakkal végiil z > 0 a feltétel.

Rendezziik az egyenl6tlenséget:
2\/§Z Vr+2—-vaz+4

Most is négyzetre emelhetiink,

4-%2w+2—dw+&

\@+42§+z
22 4

4> L2

SR TR
.’L'2 X
0> %
=925 5
02x2—5x;

ebbdl 0 < x < 5 kovetkezik, ami a kikotéseknek is megfelel. Tehat a megoldas: = € [0; 5].
2n—3

il n € Z*1 sorozatot korldtossdg, monotonitds és konvergencia szempontjabol.
n

2. Vizsgdljuk meg az a, =
Megadllapitasainkat igazoljuk.

(11 pont)

-3
Megoldas. A sorozat korlatos, mert alulrol pl. a —1, feliilr6l a 2 korlatja. > —1; n+1 > 0, tehat

2n — 3> —(n+1); 3n > 2, ami igaz, ide ekvivalens lépéseken keresztiil jutottunk, ezért a kiindulo &llitas is igaz.

2n—3
n+1

<2 2n—-3<2n+2; —-3<2

(indoklas ugyanaz, mint az elébb).
A sorozat szigortian monoton novs, azaz a, < a,+1 minden n € Z" esetén.

2n—3 2(n+1)-3
n+1 (n+1)+1"
2n—-3)(n+2) < (2n—1)(n+1);
2n2+n—6<2n2+n—1;
—6< -1




(ismét egy mindig igaz allitast kaptunk, ...).
A sorozat konvergens, hatarértéke 2
n(2-3) _2-

n(l+1) 1+

Ay =

3=

1 1
Tudjuk, hogy hm — = 0, a konvergens sorozatokra vonatkoz6 tételek szerint a 3 - — sorozat hatarértéke 3 - 0 = 0;
con

a szamlaloé 2 a nevez$é 1, igy a hanyadosé 2 lesz. Ha az € > 0, ng-os definiciét hasznaljuk akkor a megsejtett
2 hatarertekkel felirhatjuk, hogy

2n —3 ) )
2 — ; —— <& ——1<m
n+1 +1 €
amibdl € > 5 esetén ng = 1, egyébként ng = |- — 1| (a [ | egészrészt jelent), tehat van minden pozitiv e-hoz
€
kiiszobindex.

3. Egy bardti tarsasdigban 32 lapos magyar kdrtydval jatszottak. (Itt a ,szinek™ piros, zold, makk, tok; mindegyik
szinen belil dsz, kirdly, felsd, alsd, tizes, kilences, nyolcas, hetes lapok taldlhatdk.) Egyik este Kdroly feljegyezte, hogy
az elsd tiz osztds alkalmdbol hdany piros lapot kapott. Az 1, 3,0, 2,4, 2, 5, 3, 2, 4 adatokat irta fel.

a) Mennyi az dtlag, mddusz, medidn, szords?

(4 pont)

Egyszer a piros lap eldforduldsinak térvényszeriségeit vizsgdltdk gy, hogy a jol megkevert paklibol taldlomra ki-
hiztak egy lapot, feljegyezték, hogy piros-e vagy sem, majd visszatették a tobbi kézé. Ezt dsszesen nyolcszor végezték
el.

b) Mennyi a valdszinisége, hogy legfeljebb 5-szér kaptak pirosat?

(6 pont)

Késdobb megudltoztattak o hizds modjat, ekkor egyszerre vettek ki 8 lapot a megkevert paklibol.

¢) Mennyi a valdszindsége, hogy legaldbb 6 piros lap van kézottik?

(8 pont)

Megoldas.
a) Az atlag 2,6; modusz 2; median 2,5; szoras 1,43.
3
b) A piros huzésanak esélye: p = 7 nem pirosé: ¢ = 1 Jelolje € azt, hogy hanyszor lett piros a htuzas eredménye.

Kevesebb szdmolassal kapjuk a komplementer esemény valosziniiségét, igy ezt szamitjuk ki elGszor (négy tizedesjegyre

kerekitiink). P(¢ = 6) = <2) (%)6(2)2 = 10,0038, P(¢ =7) = <§> (4)72 = 0,0004, P(¢ = 8) = (i)8 = 0,0000; ezek

Osszege: 0,0042, tehat az esemény valoszintisége P(A) = 1 — 0,0042 = 0,9958.

., py - WE) L OC)  ©O6)
%) (&) (§) 10518300
4.
a) Van-e olyan mdsodfoki egyenlet, amelynek egyik gyike raciondlis, a mdsik irraciondlis szam?
(8 pont)
b) Van-e olyan egész egyiitthatés mdsodfoki egyenlet, amelynek egyik gyioke raciondlis, a mdsik irraciondlis szdm?
(6 pont)
¢) Van-e olyan egyszerd grdf, amelynek 8 pontja és 29 éle van?
(8 pont)
Ha az elobbi kérdésekre igen a vdlasz, adjunk példat ilyen esetre, ha nem, indokoljuk o vdlaszt.
d) Mutassuk meg, hogy az A, B kijelentések tetszdleges logikai értéke esetén AV (AN B) = A.
(8 pont)

Megoldas. a) Igen, pl. (z — 1)(z — V2) = 0; felbontva, rendezve:
—(1+V2)z+v2=0;

vagy pl. z(z — 7) = 0; 2% — 7z = 0 stb.

b) Nincs ilyen egyenlet. ElSszor belatjuk, hogy egy racionélis és egy irraciondlis szam Osszege irracionélis szam.
Tegyiik fel, hogy ¢1 + ¢° = ¢2; ¢° = ¢2 — ¢q1; ez azonban ellentmondéas, mert a racionélis szamok halmaza a négy
alapmiiveletre nézve zart halmaz, azaz két racionalis szam kiilonbsége is racionéalis. Az &ltalanos méasodfoku egyenlet

b
egylitthatoi és gyokei kozotti egyik Osszefiiggés szerint a1 + xo = ——. Tegyiik fel, hogy az egyik gydk racionilis, a
a

masik irracionélis, ekkor a bal oldal irracionalis, a jobb oldal racionélis, ami lehetetlen.



8
¢) Nincs ilyen graf. Ha a graf egyszeri teljes graf volna, akkor (2) = 28 éle lenne. Mivel 29 éle van, legalabb egy

hurokélnek kell lennie, ekkor viszont nem egyszerd a graf.
d) Keszitsiik el az igazsag tablazatot:

A B ANB | AV(AAB)
i i i i
i h h i
h i h h
h h h h

Lathatjuk, hogy az elsé és utolsé oszlop rendre egyezik, ezzel az allitast igazoltuk.

II. rész

5. Nydari vitorldstdbor 26 fiataljdnak uszdsoktatdst szerveztek fizikai erdnlétik javitdsa, vizi biztonsdguk erdsitése
céljabol. A taborban gyors-, mell- és hdatiszds oktatdsdra volt szakképzett oktatd, igy a résztvevdk e hdrom iuszdsnemre
jelentkezhettek. Mindenkinek legaldbb egyet vdlasztania kellett. 17-en vdlasztottdk a gyorsiuszdst, 15-en jelentkeztek
hdtiszdsra, 16-an pedig melliszdsra. 8 olyan, gyorsiszdst vdlasztott fiatal van, aki hdtuszasra nem jelentkezett. Azok
kozil, akik a gyorsot vdlasztottdk, 8-an mellre is jelentkeztek. Csupdn ketten vdilasztottdk mindhdrom uszdsnemet.

a) Hdiny résztvevd vdlasztotta a mell- és hdtuszdst is?

(7 pont)

Az oktatds végén a balatonbogldri uszoddban versenyt rendeztek a taborlakok szamdra. A ledny melluszds dontdjébe
Anna, Bea, Cecilia, Ddra, Edit és Flora keriilt.

b) Hdnyféleképpen végzédhetett a dontd, ha tudjuk, Ddra nem lett dobogds (nem volt az elsé haromban), de nem is
lett utolsd, tovabbd Bea megeldzte Flordt, azonban kikapott Edittél? Holtverseny nem volt.

(6 pont)

A tdborzare estén dijok, jutalmak dtaddsdra kerilt sor. A szponzorok hdrom értékes tdrgyat sorsoldssal kivantak
kiosztani, ezért a tdaborozok nevét felirtdk egy-eqy céduldra és ezeket egy urndba dobtdk, majd a fdszponzor kihizott
hdarom céduldt.

¢) Mennyi a valdszinisége annak, hogy mindhdrom nyertes csak egy tszdsnem oktatdsdn vett részt?

(8 pont)

Megoldas. a) A leirasban szerepls adatok alapjan elkészithetjiik a mellékelt @brdt, ahol az ismeretlen részhalmazok
elemeinek szamat z, y, z jeloli. Felirhatjuk az alabbi egyenleteket:

r+y==6
y+z2=8, = 6+2=9 =
(r+y)+2=9

= 2237 :14:57 Izl

Gy (17) M (16)

Tehat a mell- és hatuszast is 7 résztvevs valasztotta.

b) Dora 4., vagy 5. lett. Tegyiik fel, hogy Doéra negyedik helyezett lett. Edit, Bea és Flora egyméashoz képest ilyen
sorrendben kovetkeztek, tehat ha kivalasztjuk a maradék 6t helyezésbdl azt a harmat, amelyikre Sket tessziik, akkor

5
a fennmarado két helyen Anna és Cecilia osztozik. A harom hely kivalasztasa <3> = 10-féleképpen lehetséges, Anna



és Cecilia kétféleképpen helyezkedhetnek el, igy ebben az esetben 20 lehetgség adodik. Ugyanez a helyzet akkor is, ha
Dora 6todik lett. Tehéat a donté 40-féleképpen végzddhetett.

.. 6
¢) Osszesen 6 olyan fiatal volt, aki csak egy tszasnem oktatésan vett részt, koziiliik (3) = 20-féleképpen valaszt-

hatjuk ki a harom nyertest (sorrend nem szamit, hiszen nem ismétlédhetnek), mig az osszes lehetGség ( 3 ) = 2600,

tehat

20 1
(4) 2600 130 ’

6. Az ABC hdromszdg csicsainak koordindgtdi: A(—10;6), B(2; —10), C(11;3).
a) Irjuk fel a hdromszdg kérilirt kérének egyenletét.

(4 pont)
b) Jelolje O a koriilirt kor kozéppontjat, S a silypontot. Irjuk fel az OS egyenes egyenletét. Milyen helyzeti az OS

eqyenes az AB egyeneshez viszonyitva? Igazoljuk észrevételinket.

(4 pont)
¢) Hol van a C-n dtmend magassigvonal és a kirilirt kor C-tdl kilonbozd metszéspontja?

(4 pont)
d) Mekkora a hdromszog terilete?

(4 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A kor egyenlete (x — u)2 +(y— v)2 = R?, ahol O(u;v) a kor kbzéppontja, R a sugara.

(=10 —u)* + (6 —v)* =

2—u)’+(-10-0)’ =

(11 —u)* 4+ (3 —v)* = R?;, felbontva
u? + 0% + 20u — 12v + 136 = R?,
u? + v — du+ 200 + 104 = R?,
u? +v? — 22u — 6v + 130 = R?,

B: 24u —32v+32=0 = 3u=4v—4,
— B: —18u — 26v + 26 = 0,
—6(4v — 4) — 26v + 26 = 0,

—24v + 24 — 26v+ 26 =0; 50v = 50;

Qe Q= QW

v=1;3u=4—4;u=0; 00;1); R? = 125.

A koriilirt kor egyenlete : 22 + (y — 1)® = 125.

II. megoldds. Az oldalak felez6merdélegeseit felirva (barmelyik kett6t), a belélik alkotott egyenletrendszer megoldéasa
a koriilirt kor kozéppontjanak koordindtait eredményezi. Ezt barmelyik cstccsal Osszekotve, a kapott szakasz hossza
adja a kor sugarat. Az a oldal felezGmerglegesének egyenlete: 9z + 13y = 13; a b oldal felezémerdlegesének egyenlete:
7z —y = —1; a c oldal felez6merdlegesének egyenlete: 3z — 4y = —4. 0(0;1), R = 5V/5.

b) A haromszog silypontja
-1 2411 6-1 1
S( 0+2+11 6 0+3>; S<1;_§>7

3 ’ 3

E%<1—0;—%—1); @(1;-%).



Hasznaljuk irdnyvektornak az O?—sel parhuzamos v(3; —4) vektort, pontnak O-t, igy az OS egyenes egyenlete:
Vo — V1Y = Voo — V1Yo; —4dx—3y=0-3; 4dx+ 3y=3.

Az OS egyenes (Euler-egyenes) parhuzamos AB-vel, mert 1@(12; —16) parhuzamos O?—sel.
¢) A C-n atmend magassagvonal mer6leges AB-re, igy a v(3; —4) vektor a magassagvonal norméalvektora lesz.
A magassagvonal egyenlete:

n1T + N2y = nN1xo + N2Yo;
3x — 4y =33 — 12.

3 21
Innen y = VAR ezt beirva a koriilirt kor egyenletébe:

4
2
3 21
2 - r— — — =
*°+ <4x 1 1) 125.

Osszevonas, négyzetre emelés utan az
9 150 625
2 2
—rt - — — =125
YT T 16 16
egyenletet kapjuk. 16-tal szorozva, 25-tel osztva az 2° — 62 — 55 = 0 egyenlethez jutunk. Ebb6l

6+36+220 6+16
o 2 o2

3 21
x1 = 11, ez a C pont abszcisszdja, xo = —5; yo = Z(_5) —q= —9; tehat P(—5;-9).

1,2

d) A teriiletet a legegyszertibben gy kaphatjuk meg, hogy téglalapba foglaljuk a haromszoget és levagjuk a feles-
leget. A téglalap vizszintes oldala 21 egység, a fiiggbleges 16 egység, igy teriilete 336 teriiletegység.
16 - 12 9-13 21-3
t) = ———=96; to=-——=>585; t3=——=231,5;
1 2 ) 2 2 ’)y 3 2 ’)y
tehat a haromszog teriilete: T = 336 — (96 + 58,5 + 31,5) = 150 teriiletegység.

Tovabbi megoldasok is vannak, nézziink vazlatosan néhanyat.

I. Meghatarozzuk AB egyenletét, ez: 4 + 3y = —22, Gsszekapcsolva a C-n atmend magassagvonal 3z — 4y = 21
egyenletével, a megoldas a magassag talppontjanak koordinatait eredményezi: T'(—1; —6). Az AB hossza 20, a TC
hossza 15 egység, innen a teriilet 150 teriiletegység.

II. Koszinusz tétellel kiszamitjuk az A csicsnél levs szoget, erre 45° adodik, alkalmazzuk a trigonometrikus terii-
letképletet:

V2
20 15v/2 - 12
2
III. Hasznaljuk a Heron-képletet. Sok szamolassal jar, ugyanezt az eredményt adja.

= 150.

7. Egy mértani sorozat elsd négy tagjibol rendre 1-et, 2-t, 5-dt, 11-et elvéve egy szdmtani sorozat négy szomszédos
tagjdt kapjuk.
a) Mennyi a mértani sorozat elsé tagja és hdanyadosa?
(8 pont)
Szdmitsuk ki az adott eljardissal a szdmtani sorozat elemeit, majd képzeletben folytassuk mindkét irdnyba a sorozatot.
b) Van-e ebben a szimsorban olyan szomszédos elemekbdl dllo rész, amelyben az elemek dsszege 20197 Ha igen,
adjuk meg az dsszes megolddst. Indokoljuk a vdlaszt.
(8 pont)

Megoldas. a) A mértani sorozat elsé négy tagja: a, aq, aq®, aq®. Az alakitas utani szamtani sorozat elemei: a — 1;

Ap—1 + An+1

aq — 2; ag®> — 5; ag® — 11. Tudjuk, hogy a szamtani sorozat n-edik elemére a,, = (n > 2) teljesiil, ezért

2
felirhatjuk az alabbi egyenleteket:
2(aq —2) = (a — 1) + (ag® — 5) =0=aq®—2aq+a—2 =2=a(q—1)°,
2(ag® — 5) = (ag — 2) + (ag® — 11) = 0=aq’ —2a¢* + aq—3 =3 =aq(qg—1)°.

3 3
Ez ut6bbiban az a(q — 1)*-t 2-vel helyettesitve 3 = 2¢-t kapunk, amibol ¢ = 3 ezt felhasznalva 2 = a(§ - 1)2, ebbol
a=8.
3
A mértani sorozat elsé tagja 8, hanyadosa 3



Ellenérzés: a mértani sorozat elsé négy tagja: 8; 12; 18; 27, ezekbdl a levonasok utédn 7; 10; 13; 16 lesz, amely
szamok kozotti kiilonbség mindeniitt 3, azaz egy szamtani sorozat (amely csupa egész szambol all) négy szomszédos
eleme.

b) ...,—5,—2,1,4,7,10,13,16,19,22,25,28, ... . Tegyiik fel, hogy van ilyen rész, az els§ tagjat jeloljiik b-vel, a
benne szerepld tagok szaméat k-val. Ekkor

b+(b+3)+ (b+6)+...+ [b+ (k—1)3] =2019.

b+b+(k—1)3

k-1
Hasznaljuk az dsszegképletet: k =2019; k(b+ 73) =2019 (k€ ZT).

Mivel 2019 = 3 - 673, ezért k lehetséges értéke 1, 3, 673, 2019, az ezekhez tartoz6 masodik tényezd rendre 2019,
673, 3, 1.

k=1, b+1%1~3:2019 = b = 2019,
3-1
k=3, b+ 5~ 3=673 = b = 670,
673 — 1
k =673, b+ .3=3 = b= —1005,
k = 2019, b+%-3:1 = b = —3026.

Szerepelnek-e ezek a szamok a szdmsorban?

Ha a 670, illetve 2019 benne volna, akkor a négy szamtol — a felsorolas szerint — jobbra lenne, a 7-t6l az n-edik
helyen. 670 =7+ n-3 = n=1221;2019=74+n-3 = n=0670,6 ¢ Z".

Azt kaptuk, hogy a 670 tagja a szamsornak, a 2019 pedig nem (670 + 673 4+ 676 = 2019).

Ugyanigy jarhatunk el a két masik b-vel, ezek balra vannak, tehat —1005 = 7 +n(=3) = n = 3373 ¢ Z*;
—3026 = 74+ n(—3) = n = 1011, azaz a —1005 nincs a szamok kozott, a —3026 viszont igen (7-t6l balra az 1011.
helyen). Ez utobbi esetben a —3026-t6] kezdve 2019 szamot véve a szamsorbol, ezek Gsszege is 2019 lesz:

— 3026 + (—3026 + 2018 - 3 -
S0 (004 20U )] 19 =020 3028 _ g,

2019

Tehat van a szamsorban két olyan rész, amelyben a szomszédos tagok 0sszege 2019.

Megjegyzés: a 670, 673, 676 szamharmasra viszonylag konnyen ra lehet jonni, mert a 2019 szorzattd bontasakor a 3 - 673-at
kapjuk, tehat csak azt kell megnézni, hogy a 673 benne van-e a szdmsorban. Ha ugyanis igen, akkor a 3-as differencia miatt a
két szomszédja is, és ennek a harom szamnak az 6sszege 2019. Mint tudjuk, a 673 benne van a szamsorban. A masikra a szamsor
(...,—11,-8,—-5,-2,1,4,7,10,13,...) 1 elemének szomszédjait sszeadva johetiink ra, ugyanis 2-t kapunk eredményiil; ha a
mésodik szomszédokat adjuk Gssze, szintén 2 lesz az eredmény, és igy tovabb. Ilyen mdédon 1009 part képezve, majd a végén az
1-et hozzaadva 2019-et kapunk. Kénnyen kiszamithaté, hogy a legtavolabbi par bal vége —3026, a jobb vége pedig 3028. Ezek
utan természetesen igazolni kellene, hogy tovabbi megoldasok nincsenek.

8. Egységsugari korbdl megfeleld korcikket kivaguva, majd egyenes kérkup paldstjinak kialakitva tolcsért készitink.
a) Mekkora a kércikk kozépponti szdége, ha a télesér térfogata a lehetd legnagyobb?
(9 pont)
Rendelkezésre dll egy 10 x 16 egység oldali téglalap alaki lemez, amelybdl az a) részben kapott mazimdlis térfogati
tolcséreket szeretnénk kialakitani.
b) Tudunk-e ebbdl a lemezbdl 50 db ilyen tolcsért csindlni? Megdllapitdsunkat indokoljuk.
(7 pont)
Megoldas. a) I. megoldds. Legyen a kup félnyilasszoge a, ekkor az alapkor sugara r = sin «, magassaga m = cos a,
.2
sin” a - cos
térfogata V = — 3

V(i) = % [2sina cos® a + sin® a(—sina)| = % [2sina(l —sin® @) —sin® o] =
= %(2 sina — 3sin® a).
Ahol az els6 derivalt 0, ott lehet szélsGértéke a fiiggvénynek:
0 =sina(2 — 3sin” ).

I. eset. sina =0 = « =0, ez nem lehet maximumbhely.



II. eset.
2
0=2-3sina = sina_\/; = a=054,74° (0 < a < 90°),

2
V' (a) = g(Qcosa—Qsinzacosa) = %cosa (2—9§> <0,

2
itt tehat valoban maximuma van a térfogatnak. Ekkor a korcikk kozépponti szoge (¢): ¢ -1 = 2rm; ¢ = 2#\/; ~ 5,13.

A legnagyobb térfogatu tolcsérhez tartozo korcikk kézépponti szoge 293,93°.
II. megoldas. Az egyenes korkup félnyilasszoge és kiteritett palastjanak kozépponti szoge kozott Osszefiiggés van.
Egyrészt ¢ - a = 2rm, masrészt
sina = L = pa = 2masina = ¢ = 2wsina,
a

a
2rm

na= g cosa= 1 (3]
sin a 97 cos « 1 5 )

innen

A térfogatfiiggvény:
2 2 2 JAr2 — 2 1
V(SD):Z(E),H_(E):K@_ T VarZoh — of =
3 \27 27 3 4n2 27 2472
1

_ 2,4 _ 9,6
—24\/§7T2\/87T<p 2¢9.

Mivel a négyzetgyok fiiggvény szigortian monoton né, ezért elég meghatarozni a gyokjel alatti mennyiség maximumat.
Ezt megoldhatjuk elemi tton is:

@*p* (8% — 2p%) = 8" — 2¢°,
a szamtani-mértani kozép kozotti Osszefiiggést hasznalva kapjuk, hogy

2 2 8 2_2 2 8 2
LA +éﬂ R R P} = = VP8 —2g%).

A bal oldal allando, a jobb oldali mennyiség akkor lesz a legnagyobb, ha az egyenlGség teljesiil, ez pedig csak a tényezsk
egyenlsége esetén valosul meg (a kobgyok fiiggvény is szigortian monoton névekvs).

2
8#2—2@2:(;72 = 87'(2:3(%)2 = 4%7—277\/;,

ami 293,93°-nak felel meg.
b) Az hamar belathato, hogy egységsugart korokbol nem lehet kivagni 50 db-ot az adott méretd lemezbdl. (Ellen-

Orizhetd, hogy legfeljebb 41 kor fér el a 10 x 16-os téglalapon.) Azonban két — a legnagyobb térfogatot eredményezs —
korcikk befoglalhatd egy 2 x 3,2 egység oldalu téglalapba az dbrdnak megfelelGen.

16:3,2=5,10: 2 = 5, ezért a lemezbdl kivaghato 25 db ilyen kis téglalap, mindegyikben 2 korcikkel, tehat tudunk
50 db tolcsért késziteni.

dsin66° =1 = d=1,1




9. Adott az f(x) = cosz és a g(x) = sin2z figgvény (z € R).
a) Irjuk fel a h(z) = f o g, illetve k(x) = go f figgvényeket, dllapitsuk meg az értékkészletiket.

(6 pont)
b) Hol metszi egymdst az f(x) és g(x) figgvény grafikonja? Adjuk meg a metszéspontok koordindtdit.
(5 pont)
¢) Mekkora e két gorbe dltal kizrefogott sikidom terilete, ha x € [— g; g} ?
(5 pont)

Megoldas. a) h(z) = fog = cos (sin2x); k(x) = gof = sin (2 cos ). Mindkeét esetben a belss fiiggvény értékkészlete
lesz a kiils6 fliggvény értelmezési tartoménya.

1 1
cos(—l)/ : i E.K. LK. Slnx}
~2 B cosIN -2 o/ E.T.
—7/2 -1 0 1 77/22 —m/2 —1 Lg/22
1t \.,.4 A

h(x) esetén: —1 < sin2z < 1; cos (—1) = cos 1, ezért cos1 < h(z) < 1, mas jeloléssel h(z) € [cos1;1].

k(xr) esetén: —2 < 2cosx < 2, ennek részhalmaza a[ - g;z], ahol a sinz

—1-t6l +1-ig minden valos értéket felvesz, igy —1 < k(z) <1, vagy k(x) € [-1;1].
b) A metszéspontok abszcisszdja a cosz = sin 2z egyenlet megoldasa.

™
cosx =2sinz - cosxz; 0=cosz(2sinz—1); cosz=0 = $1=§+p7r, p EZL;

5
vagy 2sinz—1=0 = sinx = 3 Innen x5 = %+2q7r, q € Z, illetve x5 = o +2rm, r € Z. Ezekhez tartozé ordinatak
V3 V3
rendre: y; =0; y2 = —; Y3 = -5
A metszéspontok tehat:

3 ) 3
P(g—l—pw;O), Q(%+2qw;§>, R(%—i—%w;—%), D,q,r € Z.

Av N W?C‘Q\g
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A trigonometrikus egyenlet II. megolddsa: cosx = sin (g — ) (potszogek kdzotti Gsszefiigges) sin (g —x) =sin2z,

T 2k

1. eset:g—x=2x+2k7r, innenx:———ﬂ,kEZ.

3
2. eset: E—$+2I:7T+2lﬂ', innenx:z+217r,l€Z.

Meggy6z&dhetiink, hogy ezek az el6bbi megoldassal azonosak.
¢) A teriiletszamitast két részre bontjuk:

™

5 2,16 1 1 1
tl:/,z (cosa:—sinQ:z:)da:: [sinx—l—coz I]_E—§+Z—<—1—§) =

2

2 2 2 1 1 1 1
to :/7T (sin2z — coszx)dx = [_cos2 - —sinx] =3 -1- (—— ——> = -

6

t=t1+to=-+

= ©

= g A bezart sikidom teriilete §

N



